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INLEIDING.

De statistische mechanica heeft als doel de macroscopische, fenomeno-
logische eigenschappen van veel-deeltjes systemen zoals atomen, moleculen, ionen,
electronen of zelfs fotonen, te berekenen, uitgaande van de specifieke eigen-

schappen van die deeltjes. In de statistische mechanica van evenwichts—eigenschappen

gaat de aandacht voornamelijk uit naar de thermodynamische eigenschappen zoals die
door meting kunnen worden vastgesteld. Zo zou, bij wijze van voorbeeld, de opgave
kunnen zijn de entropie en soortelijke warmte te berekenen van 1 mol koolzuurgas

bij 300 K en onder een druk van 2 bar. Hierbij zijn dan de benodigde gegevens:

de structuur van het molecuul, in dit geval een lineaire structuur (0-C-0), de
molaire massa en de moleculaire parameters nl. het traagheidsmoment en de

3 normaal-trillingsfrequenties. Daarnaast is ook de kennis van de inwendige eigen-
schappen van het systeem van groot belang. Zo bijvoorbeeld de vraag naar de snel-
heidsverdeling d.w.z. hoeveel deeltjes hebben een snelheid in een bepaald snelheids-
interval? Verder, wat is de gemiddelde snelheid van de deeltjes voor een gegeven
evenwichtssysteem? Van de drie agregatietoestanden leent de gasfase zich het
gemakkelijkst voor een statistisch mechanische berekening. De deeltjes hebben
gemiddeld een grote afstand tot elkaar waardoor de rol van de wisselwerking tussen

de deeltjes betrekkelijk gering is en de structuur van het gas vrijwel volkomen
chaotisch. Het gedrag van gassen is daarom zeer uniform en in eerste instantie
onafhankelijk van de beschouwde molecuulsoort. De meest eenvoudige situatie is die van
het verdunde gas, waarbij de wisselwerkingen volledig kunnen worden verwaarloosd.

Men spreekt dan van een "ideaal gas" dat het onderwerp van studie zal zijn in deze
18ronde statistische mechanica. Systemen met interacties zoals verdichte gassen,
vloeistoffen of vaste stoffen zullen behandeld worden in de 2Sronde.

Het uitgangspunt van de statistische mechanica is een beschrijving van het veel
deeltjes systeem op basis van de klassieke mechanica van bewegende deeltjes. Daartoe
worden deze deeltjes, b.v. atomen of moleculen, voorgesteld door een eenvoudig
mechanisch model. Zo wordt het atoom in eerste instantie opgevat als een puntmassa,
d.w.z. de structuur van het atoom wordt verwaarloosd en de massa ervan geconcentreerd
gedacht in het zwaartepunt. Een twee-atomig molecuul, b.v. H2, wordt voorgesteld

door twee stargebonden puntmassa's in een z.g. halter-model. Voor sommige toepassinger
wordt het molecuul ook wel beschreven als een harde bol. Het dynamische gedrag van de
deeltjes is dan, in principe, vastgelegd door het oplossen van de klassieke bewegings-
vergelijkingen volgens het Newton-of Hamilton-formalisme. Dit zou leiden tot een
volledige beschrijving van de baan van leder deeltje in de ruimte als functie van

de tijd. Wil men bovendien de interactie tussen de deeltjes in rekening brengen

dan moet ook deze in een vereenvoudigde vorm worden gebracht, b.v. als een twee-

deeltjes interactie-potentiaal van het Lennard-Jones (6-12) type.



Het is zonder meer in te zien dat een dergelijke, zulver mechanische,
behandeling van het veel-deeltjes systeem practisch onuitvoerbaar is en ook
trouwens weinig zin zou hebben. In de cerste plaats is het onmogelijk om gigan-
tische aantallen bewegingsvergelijkingen op te lossen. Zo behoren bij een typisch
systeem van 1 cm3 ideaal gas bij 300 K en 1 bar ca 1012 vergelijkingen. Alleen al
het registreren van de uitgangsposities en snelheden van de deeltjes, dit zijn nl.
de benodigde integratieconstanten in de wet van Newton, zou met een ultra-snelle
machine die een miljoen aanslagen per seconde maakt nog ongeveer een miljoen jaren
duren. In de tweede plaats zou de verkregen informatie onvoorstelbaar gedetailleerd
zijn en vervat blijven in mechanische variabelen als coordinaten, snelheden en tijd.
Hiermee is dan nog geen uitspraak gegeven over de meetbare thermodynamische eigen-
schappen als entropie, soortelijke warmte etc.. Het is dan ook duidelijk dat een
statistische rekenmethode ontwikkeld moet worden die een brug slaat tussen de
mechanica van atomaire deeltjes en de macroscopische, thermodynamische eigenschappen
van systemen.

De ontwikkeling van de quantum-mechanica heeft in dit patroon een ver-
andering gebracht in zoverre dat de klassieke bewegingsvergelijkingen vervangen
worden door een beschrijving in termen van golffuncties. De noodzaak van een
statistische methode blijft echter onveranderd.

ginds 1956 worden statistische gegevens ook verkregen uit moleculaire
dynamische berekeningen in de vorm van computersimulaties aan systemen van 102-103
deeltjes. Bij zo'm computersimulatie worden de bewegingsvergelijkingen voor al
deze deeltjes op klassieke wijze opgelost, zodat men de posities en snelheden van
de deeltjes over een bepaald tijdsinterval (aantal botsingen) kent. Uit deze ge-

gevens worden macroscopische grootheden bepaald.

De statistische mechanica van niet-evenwichtseigenschappen richt zich op

de berekening van de transportverschijnselen van veel-deeltjes systemen. Deze uiten
zich in eigenschappen als viscositeit, warmtegeleiding en diffusie. De statistische
procedure is in dit geval aanmerkelijk meer gecompliceerd omdat de diverse fysische
grootheden, buiten evenwicht, een expliciete tijdsafhankelijkheid vertonen. In deze
le-ronde statistische mechanica zal alleen de eenvoudigste benadering nl. de
vrije-weglengte-theorie van ideale gassen, behandeld worden.

Historisch gezien is de statistische mechanica voortgekomen uit de
kinetische gastheorie. Reeds kort nadat Boyle in 1662 de eerste kwantitatieve meet-
resultaten over de compressibiliteit van gassen had gepubliceerd, formuleerde Hooke,
in 1668, de kinetische gashypothese: het gas wordt verondersteld te bestaan uit
deeltijes (atomen of moleculen) die een snelle, maar volkomen chaotische beweging
uitvoeren. Op grond hiervan konden een aantal fysische eigenschappen van gassen
kwalitatief verklaard worden. Pas in 1738 echter gaf D. Bernouilli de eerste

theoretische afleiding van de wet van Boyle, hierbij gebruik makend van de inmiddels



verschenen mechanicaleer van Newton (1718). In de 19e eeuw, voornamelijk in de
periode 1860-1870 werd de wiskundige structuur van de kinetische gastheorie uit-
gebouwd door Clausius, C. Maxwell en voornamelijk door L. Boltzmann. Deze laatste
legde in 1872 eveneens de grondslag voor de kinetische transport-theorie met de
bercemde boltzmannvergelijking. Omstreeks de eeuwwisseling kon W. Gibbs de grond-
slagen van de theorie aanmerkelijk uitbreiden door de introductie van het ensemble
formalisme. Van hem is ook afkomstig de moderne benaming '"statistische mechanica"
(1901). Bekende fysici als Bose, Einstein, Fermi en Dirac waren verantwoordeliijk
voor de ontwikkeling van de quantum statistieken. In de laatste 50 jaar zijn
belangrijke vorderingen gemaakt op verschillende terreinen van de statistische
mechanica: de studie van gecomprimeerde gassen en vloeistoffen, de quantum vloei-
stoffen bij lage temperaturen, de eigenschappen van vaste stoffen, speciaal Ising
model theorieén, kritische verschijnselen etc.. Enkele markante onderzoekers uit
deze periode mogen hier nog genoemd worden: P. Ehrenfest, Fowler, Kirkwood, Mayer,

Onsager, Uhlenbeck, Bogoliubov, Kubo.



I. ENKELE GRONDBEGINSELEN VAN DE STATISTISCHE MECHANICA

I.1. Begrippen uit de klassieke mechanica

In de inleiding is reeds vermeld dat het meest eenvoudige model voor een
atoom of molecuul bestaat in de verwaarlozing van de ruimtelijke structuur van het
deeltje. Dit wordt dan gereduceerd tot een punt waarvan de positie in een codrdinaten-

stelsel wordt vastgelegd door drie codrdinaten: het punt heeft 3 vrijheidsgraden.

In vele gevallen is een rechthoekig Cartesiaans assenstelsel O0,x,y,z het meest

geschikt (fig. 1). De drie cartesiaanse codrdinaten x,y,z, definiéren dan de
z
I~
~~
\\
Plix.y.z)
r :
| © |
0 | —y
SN | o
—— __ % .
X
componenten van de plaatsvector r
T o= ox3 o+ y§ + zk R (1.1)

waarbij I, 3 en Xk eenheidsvectoren zijn. Soms zijn polaire codrdinaten meer
geschikt voor een specifiek probleem; dit zijn: de lengte r van de plaatsvector,
de poolhoek © en het azimuth ¢ (fig. 1). Tussen beide codrdinatenstelsels bestaat

het verband:

= r sin O cos ¢
y = r sin O sin ¢ (1.2)
z = r cos O

De beweging van het punt als functie van de tijd, t, wordt uitgedrukt in een snel-
heidsvector v gedefinieerd als:

3:?»:{{+§f§+2§ . (1.3)

De punt boven een symbool (fluxie) geeft aan differentiatie naar de tijd. Bij

-> . ->
verandering van v ontstaat een versnellingsvector a:

3 s . . .
Et)zv2‘1"*=x.:z’+y—j,’+z]—<> . (1.4)



5.

Deze begrippen vormen de basis van de kinematica. De vraag naar de oorzaak van de

beweging wordt beantwoord door de wetten van Newton die als postulaat worden

aanvaard.

. . g > o =
1. Een deeltje beweegt met constante snelheld v tenzi] een kracht F op het deeltje
inwerkt.

>
2. De kracht F geeft het deeltje een versnelling 2 die evenredig is met de kracht.
De evenredigheidsfactor is onafhankelijk van de kracht en de tijd en dus een eigen-

schap van het deeltje zelf die massa, m, wordt genoemd:

F-ma=mof F =mx, I' =my, F_ = mz (1.5a)
= = of F = mx, - my, F = mz . .5a

Het deeltje wordt dus beschreven als een puntmassa met 3 vrijheidsgraden.

Alternatieve schrijfwijzen van (1.5a) zijn:
Fomv (1.5b)

of met de definitie van de lineaire impuls:

.
- >

P = nv volgt F = E . (1.5¢)

Noteer dat de wet van Newton (l.5a) bestaat uit 3 differentiaalvergelijkingen van de
2¢ orde. De integratie van deze bewegingsvergelijkingen resulteert in een uitdrukking
voor de plaatsvector als functie van de tijd T = ;(t) d.w.z. de baan die het deeltje
beschrijft. Hiertoe zijn vereist 2x3=60 integratieconstanten. Dit kunnen zijn de
codrdinaten en snelheidscomponenten ten tijde t = 0. Men zegt ook dat deze 6 begin-

voorwaarden de mechanische toestand van het deeltje vastleggen.

Stel dat een kracht T gedurende een infinitesimale tijd &t werkt op de

puntmassa m, die daarbij een verplaatsing st ondergaat. De kracht verricht dan arbeid
T.6% = F 6x + F 8y + F_6z . , (1.6)
X y z

Deze uitdrukking voor de arbeid kan m.b.v. (1.5a) als volgt worden omgewerkt:

F.67 = mpr.rét = %TE (Imo.7)6t = 6T, (1.7)
Hieruit blijkt dat de elementaire arbeid een exacte differentiaal is van de
functie T L
2 .2 .2 .2
T = %m+.; = smv. = %m(x2+y +2°7) (1.8)

die de kinetische energie van het deeltje wordt genoemds of ook: de verandering in
T is gelijk aan de arbeid verricht door T.
In vele problemen van de fysica hangt de kracht op het deeltje alleen

af van de positie van het deeltje in het krachtenveld d.w.z.
Fo=E(E) . (1.9)

Men zegt dat het krachtenveld conservatief is omdat de arbeid F(;).G; slechts

-> > >
afhangt van de positievector r en dus voor een gesloten baan 0 wordt: |F.dér = O.



Dit is het geval voor z.g. centrale krachten zoals: gravitatie-, coulomb-,

dispersiekrachten maar niet voor wrijvingskrachten. Als (1.9) geldt kan een

functie V(r), de potentiéle energie, gedefinieerd worden zodanig dat:
’ >
F.ov = - sv(r) . (1.10)

De verrichtte arbeid is gelijk aan de afname van de potentiéle energie. Voor een

conservatief krachtenveld volgt uit (1.7) en (1.10)

.67 = 6T 3 F.62 = -8V; dus S(T+V) = 0. (1.11)
Of ook:
T+ V = E = constant , (1.12)

waarbij E de totale energie van het deeltje is. Vgl. (1.12) brengt tot uitdrukking

het principe van behoud van mechanische energie: E is een constante van beweging.

I.2. De hamiltoniaan en de hamiltonvergelijkingen.

In I.1. is het één-atomige deeltje voorgesteld als een puntmassa met
3 vrijheidsgraden. Als model voor een twee-atomig molecuul kan men twee, door
chemische bindingskrachten aan elkaar gebonden puntmassa's gebruiken. Dit is het
z.g. haltermodel dat dus 2x3z6 vrijheidsgraden heeft. In analogie hiermee zal het
veel-atomige molecuul bestaande uit n atomen, kunnen worden voorgesteld door een
model van n gebonden puntmassa's met 3n = s vrijheidsgraden. Als men nu een fysisch
systeem beschouwt met N identieke deeltjes dan is het totaal aantal vrijheidsgraden
Ns = 3nN = f.

In de formulering van het mechanische probleem van een dergelijk
systeem is het voordelig de keuze van het codrdinatenstelsel uit te stellen tot
gebleken is welk stelsel (cartesiaans, polair, elliptisch, cylindrisch) het meest

geschikt is. Men formuleert daarom het probleem in gegeneraliseerde codrdinaten

van Lagrange. Dit zijn de onafhankelijke codrdinaten, uitgedrukt in een willekeurig

codrdinatenstelsel, die nodig zijn om alle vrijheidsgraden van het systeem vast
te leggen. Ze worden aangegeven met het symbool g. De notatie is als volgt:
lagrange-codrdinaten voor 1 deeltje P Qg5 Qg +ee Qg S a " (1.13)
lagrange-codrdinaten voor N deeltjes P Q, s G eee Qg = q
Men stelle zich a en EN voor als multi-dimensionale plaatsvectoren met respectievelijk
s en f componenten. (in het vervolg zal de - op 3 en EN weggelaten worden).
Men neemt verder ook aan dat er geen niet-integreerbare relaties bestaan tussen
de 6q1...6qf: dit is het geval voor het z.g. holonome systeem.
In (1.8) werd de kinetische energie T van de puntmassa gedefinieerd in
cart. codrdinaten. Zoek nu een uitdrukking voor de kinetische energie van het
N deeltjes systeem in termen van gegeneraliseerde codrdinaten. Noteer dat voor

een willekeurige puntmassa, ¢, van het systeem de 3 cart. codrdinaten Xos Yo €D Z



kunnen worden uitgedrukt in de g coddinaten door middel van 3 codrdinaten-

transformatie relaties (als voorbeeld zie (1.2)):

X, =%, (ql...qf) 3 ¥y T Y, (ql...qf) 3 2y Tz (ql...qf) . (1.14)
Ock de cart. snelheidscodrdinaten van 2 kunnen in g codrdinaten worden uitgedrukt

door partiéle differentiatie:

. - SXQ ; E)x2 ; 8xQ i s BxQ ;
L aql 1 8q2 2 qu i qu f
Byz
yQ,:_a.q——ql+.‘. (1.15)
1
z, = 322 q, +
= K- H
L aql 1
sz
waarin de differentiaalquotiénten g, als functie van qq---9g kunnen worden

berekend d.m.v. (1.14). De index i duldt een willekeurige vrijheidsgraad q aan.

De totale kinetische energie van het systeem is volgens{1.8) en met gebruikmaking

van (1.5) te schrijven als:
nN

-1 22 492 4 323 = -
T = 3} ggl m(%y + o + 29) iEj aij(ql"'qf)qiqj

. . N .N
= T(qq--+qps qq---qg) = T(a7s g ) (1.16)

waarmee, in principe, het gestelde doel bereikt is.

Beperkt men zich nu tot een conservatief, holonoom, systeem dan kan men

een gegeneraliseerde impuls, P;» definiéren volgens:

pP. = . (1.17)

Men zegt dat 1o canoniek met q; geconjugeerd is.
Noteer dat toepassing van de definitie (1.17) op een puntmassa met q, = X

q, =y, 5 = z oplevert:

_ 0T _ 1 ‘2 ) .2 o
pl = 'a-’c.zl =3 [2 m( k< + vy t+ z )] /3% = mx
- oT | 1" " " ¥ ™ (]
P2 Z 3y, T ° ! 1785 = = (1.18)
- _a_z - " 1" " S
Py % 3g, 7 L 1752

mz

in overeenstemming met de elementaire definitie (1.5c).

Door toepassing van (1.16) volgt nu ook dat:

N .N
= A = 1.19
pi 2§ aiij pi(q s 4 ) . ( )

Omgekeerd valt hieruit af te leiden dat de gegeneraliseerde snelheden qi kunnen

uitgedrukt worden in de vorm:



. . N N
q; = q;(a, p) - (1.20)

Door substitutie in (1.16) volgt uiteindelijk dat T te schrijven is als functie

van de q; en de P;

N N
T=T<(qg,p) - (1.21)
Volgens de definitie van de potentiéle energie (1.10) geldt voor een conservatief

N-deeltjes systeem:
N
V=V(g) . (1.22)

De totale energie van het systeem, volgens (1.12) gedefinieerd als som van de

kinetische en de potentiéle energie, kan nu uitgedrukt worden in qN en p

. N N N
{N deeltjes: T(q , p ) + V(g ) = H (qN, pN), (1.23)

1 deeltje : T(g, p) + V(q) = H(g,p).

De functie H, d.w.z. de mechanische energie E geschreven in q; en pi's, wordt de

functie van Hamilton of hamiltoniaan genoemd.

Door het invoeren van gegeneraliseerde codrdinaten en geconjugeerde
impulsen en gebruik makend van de hamiltoniaan is het mogelijk de bewegingsvergelijking

van Newton (1.5) in een algemene, symmetrische vorm te brengen

3H _ - dH _ -
-é-ﬁ'i - qi N aql = pl . (1.2’4)

(Voor het bewijs zij verwezen naar het college Lagrange- en Hamilton-formalisme).
Dit zijn de beroemde beweginsvergelijkingen van Hamilton. Zij geven aan dat per vrij-
heidsgraad, i, twee 1S0orde differentiaalvergelijkingen optreden, waarvan de integratie
de baan, q, = (t), als functie van de tijd vastlegt. Dit vergt natuurlijk 2 inte-
gratleconstanten die kunnen worden gedefinieerd door de beglncoordlnaat ql(o) en
impuls P; (0). Voor N-deeltjes betekent dit 2f begincondities m.a.w. q en pN ten
tijde t—O Wanneer dus de begintoestand van het N- -deeltjes systeem (q , P ) gegeven

N

is ligt via (1.24) de mechanische evolutie van het systeem vast. Men zegt dat (qN, p )

de mechanische toestand volledig bepaalt.

1.3. De hamiltoniaan van het &én- en twee-atomige molecuul.

Hier volgen twee voorbeelden van de berekening van de hamiltonfunctie.
Eerst het triviale geval van het één-atomige molecuul, zoals b.v. de edelgassen:
He, Ne, Ar, Kr, Xe, voorgesteld door het model van de puntmassa. Het gas wordt
ideaal verondersteld, dus zonder interacties zodat V= 0 en volgens (1.23):
H(q,p) = T(q,p). Kies cart. codrdinaten als voorkeurstelsel en stel dus

g, T X 54y, TV ;43 = 2

De kinetische energie in cart. zowel als in g codrdinaten luidt:

. .2 2
T =13 m(x2 +y +27).



Hieruit volgen de impulsen, zie (1.17), p, = g% ZTmx ; p TWMy 3 p_ = mZ
D, P P Y ‘
.o .oy .z
en dus ook: X = =— 3 y = == z2 T —
m m m

Substitutie in T geeft de hamiltoniaan

1 2 2 2
H(q,p) = S (px + py + pz

). (1.25)
Beschouw een twee-atomig molecuul voorgesteld door het haltermodel: 2 puntmassa's

2
HCl,s.... Het model heeft dus 6 vrijheidsgraden en gegeneraliseerde codrdinaten

m, en m stargebonden door de chemische binding. Voorbeeld: de gassen HQ, N2, Co,

Qq---9g-

° De meest praktische beschrijving van de beweging wordt verkregen door
deze te ontbinden in een translatie van het zwaartepunt met codrdinaten x,y,z, €en
rotatie van de halter met polaire codrdinaten 0, ¢ en vibratie van m, t.o.v. my
met codrdinaat r (zie fig. 2). Maak dus de keuze:

9, T X, Q, T Y¥s 4y T 2, 9, 70,95 7 ¢, Qg = T
Zoek nu de transformatierelaties (1.14) tussen de qi's en de cart. codrdinaten

van m, en mQ: Xis Yq> Zl en X,» YQ, Z2-

(x1.y4.24) My

/
— —_
x=="" >
Fig. 2

Volgens de definitie van het zwaartepunt met de hefboomregel:
Mx = mlxl + Mm%,
My = my, * MY,
Mz = mlz1 + m,Z, )
waarbij M = my + m2.
Ook volgens (1.2):
Xy = Xy = r sin @ cos ¢

Yo -y, =T sin 0 sin ¢
z, - 2z, = r cos O .

2 1 '
Bepaal uit deze 6 vevrgelijkingen de cart. codrdinaten als functie van de q;'s:



10.

®y =% - mQ/M r sin O cos ¢
Yo =Y - m2/y v sin © sin ¢
z1 =z - mQ/M r cos O

x2 = X + ml/M r sin O cos ¢
vy, =y * ml/M r sin © sin ¢
Z, = 2 % ml/M r cos O .

T in cart. codrdinaten luidt:

. 2 . 2 2 .2 2 2

—_ l - 'J . .

T =3 ml(xl Yot 2 ) + 3 m2(x2 +y, tz, ) 3

men verkrijgt T in lagrange-codrdinaten door kl....22 te berekenen uit de 6 trans-

formatievergelijkingen. Zo b.v. il = %X - mQ/M (f sin © cos ¢ - r $ gin 0 sin ¢ +

r O cos O cos ¢) en te substitueren in T.

m,m . .
T=1uMGEE e gD v (22 4 £262 + r’sin04?) = T(g,d) -
m_ +m
172
Definieer de gereduceerde massa
m.,m
b= mlﬂi (1.26)
12
en het traagheidsmoment
I = ur’ . (1.27)

Dan volgt:
Teau G2t v + 210+ sinZ062) + 1 wi’
De eerste term van het rechterlid geeft de kinetische energie van translatie in de

3 translatie vrijheidsgraden x,y,z, de tweede term de kinetische energie van rota-

tie in de rotatie vrijheidsgraden O en ¢, de derde term de kinetische energie van

vibratie in de vibratie vrijheidsgraad r. Bereken de impulsen Py < %% :
i

e 1d. o = Té sin® o

P, ~ Mx, Py = My, P, = Mz, Py = 10, p¢ = I¢ sin O, P, = ur

De substitutie van %X, ¥y, 2z, 90, ¢ en $ in T lever. de hamiltoniaan voor een twee-

atomig molecuul

2 2 2 1 2 1 2

tp, 4+ p, )+ 57 (Pg t 5T P)+%~pr2
y ’ sin 0O ¢ H

H(q,p)= %ﬁ (pX + V(r). (1.28)

De laatste term is de potenti€le energie t.g.v. de bindingskracht tussen de punt-

massa's. Hiervoor zal in een later stadium een uitdrukking gegeven worden.

1.4. De faseruimte en het theorema van Liouville.
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Uit het hamilton-formalisme(par.I.2) is gebleken dat de klassieke mechanische
toestand van een systeem met N deeltjes, ieder met s vrijheidsgraden, wordt vast-
gelegd door Ns = f gegeneraliseerde codrdinaten qN, en f geconjugeerde impulsen, pN.

De evolutie in de tijd van deze mechanische toestand (quN) wordt dan beschreven door
de hamiltonvergelijkingen (1.24).

Voor de ontwikkeling van de grondslagen van de statistische mechanica is het
van belang de 2f-dimensionale ruimte te beschouwen die wordt opgespannen door de
f codrdinaten qN en de f impulsen pN. De mechanische toestand van het systeem wordt
in deze ruimte voorgesteld door één punt waarvan de positie is vastgelegd door de

N N . .
vector (q ,p ): men spreekt van faseruimte of I'-ruimte (T van gas). In de loop

van de tijd beschrijft het fasepunt een curve die de evolutie van het systeem

voorstelt (fig. 3).

Voor een studie van de eigenschappen

pN van de TI'-ruimte maakt men gebruik van

het begrip '"ensemble", voor het eerst
door W. Gibbs ingevoerd. Hieronder versta
men een groot aantal, 4, fictieve copieén
van het beschouwde N-deeltjes systeem.
Copie betekent hier dat al deze systemen

dezelfde thermodynamische (macros-

0 copische) toestand hebben (voor een
— = qN zuiver gas is deze bepaald door 3 toe-
Fig. 3 standsvariabelen b.v. massa, volume en
temperatuur) maar dat ze wel kunnen verschillen in hun mechanische toestand. Op een
gegeven tijdstip zullen dus de #'systemen van het ensemble in de faseruimte gerepre-
senteerd worden door een wolk van./# fasepunten . Men kan nu, in analogie met de

gewone ruimte, een dichtheid p = p(qN,pN,t) in de I'-ruimte definieren, zodanig dat:
pdequ (1.29)

. s e s . . N .. .
het aantal fasepunten aangeeft in het infinitesimale fasegebied dp qu op tijdstip

t, en ook

[[ pap'aq" =", (1.30)
T

De fase-dichtheid p geeft dus een beeld van de verdeling der fasepunten,
d.w.z. van de mechanische toestanden van een gegeven thermodynamisch systeem, over
de faseruimte . De kennis van p(qN,pN,t) zou dus een centrale rol kunnen spelen bij
de berekening van de eigenschappen van het systeem.

Daartoe moet echter allereerst de vraag beantwoord worden hoe de faseruimte
zich gedraagt ten opzichte van de beweging van de fasepunten van het ensemble, of

met andere woorden: wat zijn de intrinsieke cigenschappen van de faseruimte als basis
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voor de opbouw van de statistische mechanica. Een antwoord hierop wordt gegeven

door het theorema van Lioyville.

Beschouw het elementaire basisvolume qude waarin een aantal fasepunten
van het ensemble besloten liggen. De fasedichtheid in het volume kan in de tijd
veranderen door twee oorzaken: i. een intrinsieke verandering van p in de tijd die
wordt ultgedrukt in het differentiaalquotient %¥'; ii. een verandering van p omdat
de q en p die het volume begrenzen afhankelijk zijn van de tijd via de hamilton-
bewegingsvergelijkingen; deze verandering wordt geschreven als

. 30 .
z( 93 * 3ﬁ pi)

Men drukt nu de totale variatie van p met t uit in het substantidle differentiaal-

guotient:

P_ez_ﬁ FEL I SN
5= T 5t :ZLBl q; ¥ p.) . (1.31)

D . . N, N

5% volgt als het ware de beweging van de punten in dq dp en brengt tevens de
intrinsieke variatie van p met t in rekening.

Door het opstellen van een algemene continuiteitsvergelijking en toepassing

van de hamiltonvergelijkingen volgt (hier zonder bewijs) de stelling van Liouville:

Dp _
5E =0 (1.32)

Dit resultaat brengt tot uiting dat een observator die meereist met een fasepunt
in T geen dichtheidsveranderingen ziet in de onmiddelijke nabijheid van het punt:

er is behoud van dichtheid in fase (Gibbs). Dit impliceert ook dat het oorspronkelijke

volume qude in de tijd wel van vorm kan veranderen maar ongewijzigd blijft wat
grootte betreft aangezien de fasepunten in dit volume eenzelfde dichtheid behouden:

er is behoud van volume in fase (zie fig. 4 voor een 2-dimensionale afbeelding).

De conclusie hieruit is dat de fase-

pN ruimte onverschillig staat t.o.v. de
% beweging van de fasepunten. Er is geen
= tendens tot accumulatie of dispersie
| 7 t+dt
P van fasepunten.
//
/f//"//
t

N
——=q Pig.

Men bedenke dat deze eigenschap bereikt werd door toepassing van de
hamiltonvergelijking voor de p. en g, en dus specifiek is voor de T'-ruimte. Meer in

het algemeen zou men kunnen stellen dat, los van externe thermodynamische beperkingen,
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gelijke volumina in T ook gelijke aantallen fasepunten zullen bevatten en dus een
zelfde waarschijnlijkheid hebben. Hierbij is echter voorbijgegaan aan een fundamentele
vraag: is het ook zo dat voor gegeven beginconlities de bewegingsvergelijkingen
toestaan dat alle gedeelten van de T ruimte voor het fasepunt toegankelijk zijn. Dit
is de inhoud van het z.g. ergoden probleem (Boltzmann, Ehrenfest) dat tot op heden
nog geen volledig bevredigende oplossing heeft gekregen.

Voor de berekening, via de fasedichtheid , van evenwichtseigenschappen die
dus niet van de tijd afhangen zal men de eis moeten stellen dat p(quN) expliciet

tijdsonafhankelijk is: men heeft dan te maken met een stationair ensemble. De conditie

is dus %%—2 0 waaruit met 1.31 en 1.32 volgt dat
I
Z(Bq. q; * 55, Py) =0 (1.33)
i 7 i

Aan deze voorwaarde wordt voldaan als p alleen van qN en pN afhangt door middel van

de hamiltoniaan:
o = p(H) . (1.34)

Dan geldt inderdaad:

[e¥]

dp 3H % - 20 3H
= 5 en = 3 . (1.35)

a]
o8

el
o8

zodat de conditie (1.33) m.b.v. de hamiltonvergelijkingen (1.24) wordt:

o]
I35 G
1

lm

BH . _ —a-—p‘ -. . s e _
1+apipi)'23 (-p;a; + ;P30 = 0 -

(o3

poe

93
Conditie (1.34) toont aan dat de hamiltoniaan H een centrale rol speelt in de

Statistische Mechanica van evenwichtsvergelijkingen.

I.5. Grondslag van de Statistische Mechanica.

Uit het voorgaande is gebleken dat een thermodynamisch systeem in de loop
van de tijd een groot aantal mechanische toestanden kan doorlopen. Men zegt ook wel

dat met één thermodynamische toestand zeer vele, zeg Q, microtoestanden correspon-

deren. Door invoering van het ensemble kunnen deve toestanden als fasepunten in een
dichtheidsdistributie p(qN,pN,t) in de I'-ruimte gerepresenteerd worden. Deze T'-ruimte
zelf is inert t.o.v. de distributie van microtoestanden. Het ensemble zal stationair
zijn als p een functie is van de hamiltoniaan.

Het thans algemeen aanvaarde uitgangspunt van de Statistische Mechanica is

dat een thermodynamische eigenschap moet beschouwd worden als een gemiddelde over

alle microtoestanden. Formeel kan voor cen dergelijk fasegemiddelde een uitdrukking
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. . . . - N N
worden gevonden indien de dichtheid p(g ,p ) van het representatieve ensemble ge-

: . . N, N
geven is. Immers, volgens (1.29) is pdp dq het aantal fasepunten in het gebiedje

N N

N 3 N N N N , N
met g tussen q en q + dq en met p tussen p en p + dp . Als het ensemble be-

staat uit.# copieén van het beschouwde uysteem dan is

P N. N ‘116
=dp d (1.36)
AN P

de fractie van punten in het betreffende gebied en dus ook de waarschijnlijkheid, om

het fasepunt van het systeem in dit gebiedje aan te treffen. Stel nu dat de te
berekenen eigenschap R gedefinieerd is in termen van de q; en p.- Men denke bij-
voorbeeld aan de hamiltoniaan H(qﬁpN) waarvan de middeling overlalle microtoe-
standen de totale energie van het systeem E oplevert. (Deze is identiek met de

inwendige energie U uit de thermodynamica). Met behulp van (1.36) volgt

5 - {JR(qN’pN) o (@Y aqap" . (1.37)
r AN
waarin tot uitdrukking komt dat een thermodynamische meetbare eigenschap bere-
kend wordt als een ensemble-gemiddelde.
Het probleem is nu het vinden van het representatieve ensemble voor het
gegeven thermodynamische systeem. Beschouw het geval van het systeem gedefinieerd
door de 3 toestandsvariabelen: de totale energie E, het volume V en het aantal

deeltjes (dus ook het aantal moleculen) N. Dit is het z.g. gelsoleerde systeem

dat uitvoerig door Boltzmann werd bestudeerd en dat ook in deze eerste ronde
Statistische Mechanica een centrale rol speelt. De fasepunten van het correspon-
derende ensemble zullen in de I-ruimte liggen op een hyper-vlak van constante
energie, zodanig dat H(quN) z E en qN correspondeert met het beschikbare volume V.
Voor berekeningen is het verkieselijk een kleine speling AE toe te laten op de

energie zodat het hyper-vlak vervangen wordt door een schil met

E < H(quN) < E + AE . (1.38)
Vereist is een stationair ensemble dus p = p(H) volgens (1.34), zodat de dicht-
heid p in de schil (1.38)in principe constant zal zijn. De waarde ervan is in dit
stadium nog onbekend. Nu blijft echter nog de reeds in par. I.4 gestelde vraag of
de mechanische begincondities inderdaad toestaan dat het fasepunt van het (E,V,N)-
systeem ook ieder punt van de energie-schil in T' kan bereiken. Van deze zo genoem-
de ergoden-hypothese (zie 2e ronde) is tot op heden geen rigoureus bewijs geleverd.

Men aanvaardt daarom algemeen volgend axioma dat plausibel is op grond
van de eigenschappen van de T-ruimte zoals die volgen uit de stelling van

Liouville (zie par. I.u4).
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Gelijke volumina in T hebben dezelfde, a priori, waarschijnlijkheid;
of ook: alle microtoestanden hebben dezelfde, & priori, waarschijnlijkheid.
(Gibbs, Fowler, Tolman)

A priori betekent hier: voordat externe thermodynamische beperkingen worden op-
gelegd. Toepassing van het axioma op het ensemble dat representatief is voor

het (E,V,N) systeem geeft:

J
o 0 als H(qN,pN) < E of H(qh,pN) > E + AE

(1.39)
N N
constant als E < H (g,p ) € E+ AE

]

p

deze condities definieren het microcanonieke ensemble.

I.6. Entropie en microtoestand.

In principe vormt (1.37) het uitgangspunt voor de statistische berekening
van macroscopische eigenschappen. Hiermee zou dan een brug zijn geslagen tussen,
enerzijds, de mechanische beschrijving van het systeem in termen van codrdinaten
en impulsen en, anderzijds, de thermodynamische formulering met behulp van een klein
aantal toestandsvariabelen bv. E,V,N. De sleutel voor het gebruik van (1.37) is het
vinden van een uitdrukking voor de genormeerde fasedichtheid , p(qN,pN)A/¢”die de
probabiliteit in de T'-ruimte voorstelt.

Voor het in I.5. genoemde microcanonieke ensemble is deze aanpak echter
nauwelijks interessant omdat immers de meest belangrijke dynamische grootheid,
H(quN) = E, reeds gegeven is. Daarentegen kan vgl. (1.37) niet zonder meer gebruikt
worden voor de berekening van thermische grootheden, in het bijzonder de entropie S,
die niet gedefinieerd zijn als functie van qi's en pi's. Ock omtrent de verdeling van
de inwendige eigenschappen over de deeltjes van het systeem geeft (1.37) geen uit-
sluitsel.

De meest eenvoudige methode voor de oplossing van deze twee problemen gaat
terug op Boltzmann en ze zal de basis vormen voor de le-ronde S.M. Het uitgangspunt
ervan is een kwalitatief argument omtrent de molernlaire verklaring van het begrip

entropie. De thermodynamica leert dat de entropie van een zuivere stof bij stijging
T2
van temperatuur bij constante druk toeneemt volgens: 82 - S1 = IT deT/T. Hiermee

gaat gepaard een toenemende wanorde in het systeem: vooral bij de overgang van
kristal naar vloeistof en van vloeistof naar de gasfase is dit effect zeer gepro-
nonceerd. Men kan dus vermoeden dat entropie te maken heeft met de graad van wan-
orde in het systeem d.w.z. met de verschillende manieren waarop de deeltjes zich

in ruimtelijke structuren kunnen organiseren bij een gegeven thermodynamische
toestand. Nu is uit de voorgaande paragraaf gebleken dat uit klassiek mechanisch oog-
punt het aantal realiseringsmogelijkheden gegeven wordt door het in 1.5. inge-

voerde getal 2, het aantal microtoestanden.
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Het is daarom aannemelijk dat er een relatie bestaat tussen S en Q:
S = s(9). (1.140)

Dit functionele verband kan op algemene gronden worden vastgelegd. Beschouw twee
verschillende systemen A en B, die respectievelijk entropie SA en SB hebben. Aan-
gezien de entropie een extensieve eigenschap is zal het totale systeem, dat bestaat

uit A plus B, een entropie hebben

stOt = SA t S, . (1.41)

De entropie is additief. Anderzijds echter kan, op moleculaire schaal, ieder van
de Q, microtoestanden van systeem A, gecombineerd worden met de QB microtoestanden

A
van systeem B, zodat voor het aantal microtoestanden van het totale systeem geldt

Qior = %y - (1.42)

Microtoestanden zijn multiplicatief. Het is duidelijk dat aan beide condities
(1.41) en (1.42) kan worden voldaan door de keuze van een logaritmisch verband

voor S = S(Q):
S=kln Q (1.43)

waarin k de constante van Boltzmann wordt genoemd. De waarde ervan blijft voor-

lopig ongespecificeerd. Toepassing van (1.43) geeft:

S

tot k 1n Qtot =k 1ln @, + k 1In @ 5

A B
en dus ook

Stot = SA + SB .

Men toont ook aan dat relatie (1.43) voldoende en noodzakelijk is. Dit wordt hier
achterwege gelaten. Uiteraard zal nog moeten worden aangetoond dat de entropie,
zoals gedefinieerd in (1.y3) voldoet aan de 2e Hoofdwet van de Thermodynamica:

ds = %Q (voor reversibele processen) die gezien moet worden als de basis definitie
van entropie.

De relatie van Boltzmann (1.43) brengt tot uitdrukking dat de entropie
een maat is voor het aantal microtoestanden die het systeem kan doorlopen en dus
voor de chaos aanwezig in het systeem. Men kan ook -~rgen dat de entropie de onze-
kerheid weergeeft omtrent de kennis van de preciese mechanische toestand van het
systeem.

In hoofdstuk II zal de methode van Boltzmann worden besproken voor de
berekening van Q via het mechanisme van de distributiefuncties in de p-ruimte.
Daarmee zal tevens de vraag naar interne energie- en snelheidsdistributie beant-

woord worden. Een beperking van de methode is echter dat ze alleen van toepassing

is op ideale systemen van "deeltjes" zonder wisselwerking.
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II. DE BOLTZMANN-DISTRIBUTIE.

TI.1. Distributiefunctie in de up-ruimte.

Beschouw weer het geisoleerde systeem waarvan de thermodynamische
toestand is gedefinieerd door de variabelen E, V, N. Het representatieve ensemble
in de T-ruimte is het microcanonieke ensemble (1.39).

Het doel van de nu volgende rekenmethode is:

i) de evaluatie van het aantal microtoestanden § teneinde, via (1.43), de
entropie S te berekenen.

ii) hierbij gebruik te maken van de techniek van distributiegetallen, de z.g.

boltzmanntelling , die het voordeel heeft dat deze eveneens de inwendige eigen-

schappen van het systeem (zoals de energie- en snelheidsverdeling over de deeltjes)
vastlegt.
iii) de berekening van de genormeerde dichtheid oAV in T, d.w.z. de waarschijnlijk-
heid die optreedt in de vgl. (1.37) voor het ensemble-gemiddelde. Het is zonder
meer in te zien dat deze samenhangt met het reciproke van het aantal micro-
toestanden: 1/Q.

Als uitgangspunt dient de z.g. pu-ruimte (p van molecuul) die is opge-
spannen met de s codrdinaten g van 44n deeltje en de s geconjugeerde impulsen p.
Het is dus een deelruimte van T', waarin de mechanische toestand (q,p) van
ieder deeltje door één punt wordt voorgesteld. Noteer dat de configuratie van N
punten in de p-ruimte, overeenkomend met de toestand van de N-deeltjes van het
systeem, één enkele microtoestand van het systeem specificeert. Hiermee corre-

spondeert dus één punt in T (zie fig.5).

p—ruimte - ruimte
N
P ® e P
® ot °
®
a ®
C
o ®4 ®
— g —q"

éen configuratie —==——==  €¢€n microtoestand

Fig. 5
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Voor het vervolg is het essenticel dat de toestand van een deeltje onafhankelijk
is van de andere deeltjes zodat met ieder punt in p ook een waarde van de
hamiltoniaan H(q,p) correspondeert die niet afhangt van de positie van andere
p-punten. Intermoleculaire wisselwerking wordt daarom verwaarloosd en het
systeem wordt van nu af opgevat als een ideaal gas. Voor de eenvoud van het
betoog zullen bovendien de deeltjes als puntmassa worden beschreven, s = 3

zodat de hamiltoniaan gegeven is door (1.25):
s, 1 2 2 2
H(p) = o (pX + py + pz). (2.1)
De mechanische toestand van het deeltje, algemeen aangeduid als (g,p), wordt dus

> >
gegeven door de vectoren (r,p).

Merk nu op dat de deeltjes, alhoewel identiek, toch onderscheidbaar zijn

omdat uit klassiek mechanisch ocogpunt de corresponderende trajectoriéen in u
van elkaar verschillen en ,in principe, door meting zouden kunnen worden vast-
gesteld. Men stelle zich voor dat de punten in u (zie fig. 5) gemerkt zijn met
letters: a,b,c,...,N. Bij permutatie van 2 deeltjes a en b, voor de gegeven
configuratie, ontstaat een nieuwe microtoestand en dus een nieuw punt in T'.
Algemeen kan men dus stellen dat met iedere configuratie van punten, de z.g.
distributie in p, door het uitvoeren van alle denkbare permutaties een groot
aantal microtoestanden in T corresponderen. De essentie van de methode van
Boltzmann is nu dié distributie te vinden welke correspondeert met het grootste
aantal microtoestanden en vervolgens deze te indentificeren als de evenwichts-

of boltzmanndistributie omdat ze de grootste waarschijnlijkheid heeft op grond

van het axioma van a priori gelijke waarschijnlijkheid van microtoestanden.
De evenwichts distributie van punten in u wordt formeel gespecificeerd
> > . . . .
door invoering van de distributiefunctie f(r,p), die de "dichtheid" in u vastlegt,

d.m.v. de definitie:
n(,p) = £(r,p)dr dp. (2.2)
Het distributiegetal n(;,g) geeft aan hoeveel deeltjes een plaatsvector hebben

. ; -> - -> . . . - - -
in het interval, r en r + dr, en een impulsvector in het interval p en p + dp.

Vgl. (2.2) definieert de fundamentele "codrdinaat-impulsvectordistributie". Aan-

- > . . . > - >, .
gezien (r,p) de waarde van de deeltjes-hamiltoniaan, H(r,p), vastlegt (r is hier
als variabele vermeld omdat H nog kan afhangen van de positie van het deeltje in

een uitwendig veld) impliceert (2.2) ook de distributie van de moleculaire energie,

€, geschreven als hamiltoniaan.



Uit (2 2) kunnen nu ook de distributiefuncties voor andere moleculaire

eigenschappen gedefinieerd worden. Zo b.v. de impulsvector-distributie

n(p) = £(p) dp, (2.3)

die aangeeft hoeveel deeltjes een impulsvector hebben tussen 5 en E + dg.

Vgl.(2.3) volgt uit (2.2) door integratie over alle oy
Y
£(p) = 1, £(7,p) dr. (2.4)

Uit (2.3) volgt ook de snelheidsvectordistributie,vermits (1.5c) v = E/m:
n(v) = £(¥)av . (2.5)

Is men alleen geinteresseerd in de snelheidscomponent V.o d.w.z. in het aantal

deeltjes met een v, in het interval v, en v, + dvX dan geldt
n(v_) = £(v_)dv . (2.6)
x X7 X

Deze vgl. volgt weer uit (2.5) door integratie over de niet gewenste componenten
v_en v_:
y z
+00 400 N
f(vx) =/ J f(v)dvydvZ . (2.7)

-00 =00
Een laatste belangrijk punt is dat nu ook in de p-ruimte een waarschijnlijk-
heidsfunctie kan worden gedefinieerd door gebruik te maken van het principe van
a priori gelijke waarschijnlijkheid van microtoestanden (quN) in I'y maar nu toe-
. > >, .
gepast op toestanden (r,p) in u. Uit (2.2) volgt dat

n(z,p) _ £(Z,p)

> >
N N dr dp (2.8)

- > > ..
de fractie van deeltjes is met een impulsvector tussen p en p + dp en een positie-

vector tussen © en r + dr. Dus ook de waarschijnlijkheid of kans om een willekeu-

rig deeltje uit het totaal van N-deeltjes aan e treffen met deze gespecificeerde
T en E. Analoge waarschijnlijkeidsfuncties kunnen ook voor de andere distributies
worden gegeven. Zo b.v. voor de snelheidscomponent v (2.6):
n(vx) f(vx)
= 2.
N T vy (2.9)

geeft de kans dat een deeltje zijn snelheidscomponent heeft in het interval

v env, + dvx. Vgl. (2.8), (2.9) en dergelijke kunnen gebruikt worden voor de

berekening van gemiddelden voor de moleculaire eigenschappen van ideale gassen.



Naar analogie van (1.37) voor een gemiddelde in T geldt voor het gemiddelde

. - o —_)”1)'
in p van de moleculaire eigenschap s(r,p):
—_ s > > >
s = f f s(r,p) £(r,p) dr dp - (2.10)
! N

Het probleem is nu de berekening van de fundamentele distributie (2.2).

II.2. De druk van het ideale gas en equipartitie.

Het nut van voorgaande beschouwingen moge blijken uit het feit dat een
berekening van de gasdruk kan uitgevoerd worden, nog zonder kennis van een expliciete
uitdrukking voor de distributiefunctie.

 Beschouw een oppervlakte element dS in de wand van het vat met volume V,
waarin zich de N ideale gasdeeltijes bevinden. De deeltjes die op de wand botsen
ondervinden bij de botsing, die elastisch wordt verondersteld, een impuls-
verandering welke volgens Newton (1.5c) gelijk staat met een kracht op de deeltjes.
De totale reactie-kracht, FX, in de x-richting ] op dS, die hieraan beantwoord

veroorzaakt de druk:

F
P == (2.11
I S . {(2.11)
| Voor de berekening van FX kijkt men
w eerst naar de moleculen die een snel-
. T Ay s s . .
X , //)7 , heidsvector hebben in het interval
7 7 - > > L
v en v + dv, (zie fig. 6).

Per botsing op dS is de impulsverandering

in de +x-richting, voor een gegeven

je: -2 1 or en -mv. na
deeltje: ~2mv  {(mv  vddér ne
® ® ®

botsing). Het aantal deeltjes dat per”

tijdseenheid op dS kan botsen ligt in
Fig. © een''botsingsvolume' met grondvlak dS en
scheve hoogte v, dus met inhoud: VXdS. Het aantal deeltjes met snelheldsvector v is
volgens (2.5) gelijk aan n(v); voor de fractie v d8/V van het totale volume is dit
aantal deeltjes:
n(¥) deS/V .

. . > .. . cy e
Deze deeltijes (met v) ondergaan dus, per tijdseenheid,een gezamenlijke impuls-

verandering:
s ‘W}"» SVAY]
2mv onlviv ds/vo
X :

waaraan beantwoord cen reactiekracht van tegengesteld teken

- 3 . .
PV) = dwv a(Vv) ds/vo. (2.12)
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De kracht uitgeoefend door alle botsende deeltjes op dS, ongeacht hun snelheid,

wordt verkregen door integratie van (2.11) over alle toegestane waarden van v

d.w.z. voor vx van o tot e« en voor Vy’ VZ van -« tot +ow:

F = %5 [{f 2va2 £§(¥) &, | (2.13)

waarbij gebruik is gemaakt van (2.5). Met (2.11) en relatie (2.7) volgt:

PV = [ omv 2 f | £(V) dv_dv ) dv
: x vz %
® 2 (2.14)
= f omv. © f(v ) dv .
5 % X %

Deel door en vermenigvuldig met N in r.lid om de waarschijnlijkheid te krijgen:

® 2 f(vx)
PV = 2nN [ v © —gdv, . (2.15)
o
Volgens de middelingsvgl. (2.10), met 8 = vy 2, ig:
X
+o (v ) —s
_ X dv = v’ . (2.16)
X N X p4

- 00

Het is redelijk aan te nemen dat f(vX) een symmetrische functie is in Voo zodat:

+oo f(vx) —

2 1 2
= = 2
[ v A S A (2.17)
o
Substitutie in (2.15) geeft:
PV = Nm vx2 . (2.18)

De drie snelheidscomponenten spelen een symmetrische rol zodat (zie definitie 1.3):

2=V2:V2:‘]:"V2 (2.19)
bd v Z 3

en (2.18) geeft als eindresultaat:

Py = %-vaz i (2.20)

Uitgaande van definitie (1.8) wordt de kinetische energie voor het systeem

van N-deeltjes, aangegeven met het symbocol Ek , geschreven als:

in
21 2
Ekin = §-Nm v (2.21)

Zodat volgt:

PV = 2/3 E (2.22)

kin °
Tn het ideale gas is de potentiéle energie nul zodat ook uit (1.12) volgt

dat Ekin constant is. Vgl. (2.22) bewijst dus de wet van Boyle: PV = constant.
Op dit punt kan een verband gelegd worden met het begrip absolute temperatuur,
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T, die gedefinieerd wordt op de ideale gasthermometerschaal volgens de édeCL

(voor 1 mol ideaal gas)

PV = RT . (2.23)

PO

In de thermodynamica bewijst men dat deze T identiek is met de thermodynamische
temperatuur gedefinieerd m.b.v. het Carnot kringproces.

Vgl. (2.22) en (2.23) geven voor 1 mol gas:

Ekin = 3/2 RT (2.24)
waarin R de gasconstante is. Uitgeschreven in componenten, met N, = getal van
Avogadro:

1.2 _ 1 2 2 2 3
f, = = Nmv = =N m(v + v + v = — RT . 2.25)
kin 2 TA 2 A (}«. y z) 2 (2.25)
De drie VPlJIE’AugPddQH van translatie x,y,z geven allen dezelfde bijdrage tot

'
]

kin
de 3 vrijheidsgraden. Algemeen zal later bewezen worden dat iedere kwadratische

. namelijk: §-RT . Men spreekt van equipartitie van de kinetische energie over

term in de hamiltoniaan 1/2 RT bijdraagt tot de totale energie van het systeem.

171.3. Discrete distributies

Tot dusverre is de mechanische toestand voor éé&n deeltje weergegeven
docr é&n punt in de p-ruimte; het gehele N-deeltjes systeem wordt, wanneer het
gaat om éér microtoestand, weergegeven door één punt in de I'-ruimte. Omgekeerd
correspondeert &én punt in T ook met één microtoestand van het N-deelties
systeem. Het feit dat het aantal punten (zonder ruimtelijke uitgebreidheid) in

I' oneindig is, maakt b.v. de entropie (1.43), S = k 1In @, oneindig. Op deze

o

basis is het aftellen van toestanden dus niet zonder meer mogelijk. Men kan deze

moeilijkheid formeel vermijden door aan de één-deeltjes toestand een eindig u-

volume Aw, toe te ke

e e

ien zodanig dat:
Rl -
Aw = ArAp . (2.26)

Dit betekent dat op zuiver kunstmatige wijze de w-ruimte opgedeeld wordt
n cellen ter grootte Aw. Iedere cel correspondeert nu met de toestand van &én
e
deelTJe dat gespecificeerd is met een onnauwkeuriguelid Ar in de positievector r

r**

en Ap in de impulsvector 3. Men zal hierin een vorm van quantisatie herkennen
met dien verstande dat het hier voorlopig gaat om een modelmatige ingreep die
het aftellen van toestanden mogelijk moet maken. De grootte van Aw blijft
arbitrair; noteer wel dat de dimensie ervan (lengte x 1mpuis) ig. Het 1s zonder
meer in te zien dat Aw weer uit de redencring zal verdwijnen wanneer het alleen
gaat om de diztribut tofunctie f(r,p), die de dichtheid in y weergeeft; immers

men deelt daarvoor Aw (het aantal toestanden in p) door de eenheid w-volume,



uitgedrukt in Aw. Wanneer het echter gaat om eigenschappen die rechtstreeks
afhangen van het totale aantal microtoestanden, zoals de entropie, zal dit
in de klassieke statische mechanica een arbitraire constante Aw opleveren.
Overeenkomstig zal ook in ' de energieschil van het microcanoniek
ensemble opgedeeld worden in cellen ter grootte (Aw)N (zie fig.7). Totaal

bevat de schil Q cellen, nl. evenveel als het aantal microtoestanden van het

systeem.
lL—ruimte [M—ruimte
N
P 112 p
W
N
— = q q
celgrootte AW celgrootte (& U.))N
rig.7
Nummer de p-cellen: 1, 2, ..eey My oo

De invoering van discrete toestanden 1, 2, ... m,.. heeft tot gevolg dat de

. . . . > .
moleculaire energie, geschreven als hamiltonilaan H(r,p) eveneens een discrete

reeks waarden zal aannemen:

€1s Epreveny € suen
Specificeer nu een willekeurige, discrete, distributie met de distributie-

getallen Ny, D n_,.. die aangeven hoeveel deeltjes zich bevinden in cellen

ores D
1, 2, cvey My +oo:

cel 1, 2, ce. M, oo
aantal deeltjes : Nis Doy eee Do e (2.27)
energie PEgs €os wee Epa ees

De energie is expliciet vermeld omdat de totale energie van het systeem E een
opgelegde thermodynamische variabele is. De waarde van E moet behouden blijven
welke ook de distributie moge zijn en dit geldt eveneens voor het totale aantal

deeltjes N. Bij (2.27) horen dus 2 bijcondities
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ne =E (2.28)

Op dit punt is het goed er nogmaals op te wijzen dat met de specificatic

van de distributie (n . N ...) in p (2.27) een groot aantal microtoestanden

10" m
Q (nl... nT,.) in T overeenkomen. De deeltjes zijn immers onderscheid-

el

baar en iedere permutatie tussen twee cellen levert een nieuwe microtoestand
op, terwijl de distributie toch dezelfde blijft. Daarentegen geeft een permu-
tatie binnen een cel niets nieuws aangezien per definitie &&n cel overeenkomt
met é&n enkele discrete toestand.

Voorbeeld (fig. 8): beschouw 3 cellen en ook 3 deeltjes a, b en c.

Zoek het aantal microtoestanden voor de distributie I met nl=l, n2=l, n3=l.

cel cel? cel3
n1:1 ﬂ2=1 n3:1 Fig. 8
microtoestanden

b c
b a c
c a b
a c b
b a
c b a

Dus bij deze distributie behoren 6 microtoestanden.
Neem nu de distributie II, n1:2, n2:l, n3=O , dan zijn er slechts 3 micro-
toestanden want permutaties binnen cel 1 hebben geen zin. Distributie I is dus
meer waarschijnlijk dan II.

Formeel kan het totale aantal microtoestanden van het (E,V,N)-systeem
gevonden worden door voor iedere distributie (nl... nm..) het corresponderende
getal Q (nl . nm..) te berekenen en dan te sommeren over alle distributies.

Q= b Qn ...nm..) . (2.29)

alle(nl...n ve) !
m



De methode van Boltzmann bestaat er in deze som te vervangen door de

aximale term, dus de distributie met de grootste Q(n....n ..)J), aangeduid als
m

1
ax Deze zal op grond van het axioma van a priori gelijke waarschijnlijkheid
‘an microtoestanden het vaakst voorkomen en aangeduid worden als evenwichts-

if poltzmanndistributie.

I.4. De boltzmanndistributie.

Beovekern copor Gln ooin oe) VOO acn willekeurige distributie (2.27)
i i

“1'""“~"'} van N onderscheidbare deeltjec in de p-ruimte: de z.g. boltzmanntelling.

it

en kan hierbij volgend mnemotechnisch trucje gebruiken. Plaats alle cellen op éé&n

ijn en geef de getallen Oye..N_... aan met stippen (deeltjes) in iedere cel (fig.9).

ﬂ1 n2 n

Fig. 9

enk eerst de tussenschotten weg. Deeltje a kan nu met alle andere deeltjes
sepermuteerd worden; iedere keer ontstaat een nieuwe microtoestand, zodat er dus N
1ogelijkheden zijn. Onafhankelijk van de plaats van a kan deeltje b met N-1 anderen
;epermuteerd worden: N-1 posities. GCecombineerd met de N plaatsen van a dus samen:
I(N-1) mogelijkheden. Door deze permutaties achtereenvolgens voor alle andere deel-
jes door te voeren ontstaan totaal N(N-1)(N-2)... ?MN! microtoestanden.

ireng nu alle tussenschotten weer aan. Dan is het duidelijk dat permutaties

iinnen een cel niet mogen meegerekend worden want ze leveren geen nieuwe

1

ilerotoestand op: N! moet weer gecorrigeerd worden met deling door n. ! LRI

l 3

n

r geldt dus:

N! N! . (2.30)

§ s ess ) = =

2(Dl " ) ! PLEEER .. OTn'!
m m W

. . 19 .. . . . . .

angezien N v 10 zijn de Q's gigantische getallen en het maximum Qmax is zeer

;eprononceerd. Voor de berekening ervan heeft het vooruelen meteen over te gaan op

le logaritme. In Q(n1 H,nm,,), die immers voorkomt in de entvopieformule (1.43);

jovendien kan dan de benaderingsformule van Stirling voor ln N! gebruikt worden.

reze luidt:

In N! = N In N - N . (2.31)
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5 | In X
r Eenvoudig bewijs aan de hand van fig. 10.
Schriif In N! = 1n N + In(N-1) + ....
als integraal:
e ; In N! = f? In x dx.
Dit betekent dat de oppervlakken van de
% gearceerde driehoekjes verwaarloosd worden,
7 maar de fout is gering als N zeer groot is.
—= X Met partiéle integratie:

Fig. 10

N ~ (N N dx _ B
fl In x dx = x In x ]l fl X = N ln N - N + 1.

Verwaarloos 1 t.o.v. N:
In N! = N1In N - N .

Maak van deze formule van Stirling gebruik in (2.30):
in n,...n..) =NInN-N-})n lnn_ +)n_ . (2.32)
1 m m m m
m m
Zoek het maximum van de functie 1ln Q(nl...nm..), op de gebruikelijke wijze, door
te differentiéren naar de variabelen, DieeeD o0y €D het resultaat 0 te stellen:
Sn

- - B =
§ 1n Q(nl...nm..) = z Snm 1n n Z n, = + Z Gnm 0
m m m m

of

§1nQ __=-)6n_ 1lnn =0 . (2.83)
max m m m

Bij de bepaling van dit maximum moet echter rekening gehouden worden met de 2 bij-
condities (2.28). Er is sprake van een gelierd maximum. Hiervoor kan gebruik gemaakt

worden van de methode van ongedetermineerde multiplicatoren van Lagrange (zie college

Calculus), Deze leert dat de bijcondities eveneens moeten worden gedifferentieerd,
vermenigvuldigd met een ongedetermineerde constante, gelijk gesteld aan nul en op-

geteld bij de hoofdvergelijking. Toegepast cp (2.28):

aldN = o Z dn = 0
m
m (2.34)

R n =20
[ % Em(S m ’

i

RSEL

waarin o en R de twee multiplicatoren zijn. Opgeteld bij (2.33):

z 8n [- Inn_ + a + Be ] = 0. (2.35)
o m m m
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De Gnm geven aan de infinitesimale, maar eindige, variaties in de distributie-

getallen n . Voor ieder van de termen in de som moet dus gelden:
- Inmn +o+ Be, = 0 . (2.36)

Hieruit volgt voor de evenwichts-distributiegetallen:

Bem
n = e e . (2.37)

Dit is de distributie volgens Boltzmann in de eenvoudigste vorm, hier geschreven

als een discrete distributie over de deeltjes-toestanden (1,2..,m,..). Deze
brengt tot uiting hoe de moleculaire energie over de deeltjes verdeeld is. Iedere
toestand wordt daarbij als het ware gewogen met een exponentiaal, eBEm, de z.g.
boltzmannfactor. -

De multiplicator o kan gemakkelijk met behulp van de eerste bijconditie

(2.28) geé&limineerd worden. Door substitutie van (2.37):

a Bem
N = z nm = e 2 e s
m m
of
o _ N
e’ = =4 . (2.38)
Ye
m
Hierin treedt op de som:
Be
7 = 2 e . (2.39)
m

die bekend staat als toestandssom of partitiefunctie. Later zal blijken dat dit de

voornaamste functie is in de Statistische Mechanica omdat iedere berekening van
systeem-eigenschappen neerkomt op de evaluatie van Z%. Invullen van (2.38) en (2.39)

in (2.37) levert voor de boltzmanndistributie de uitdrukking

n =N < =

ie (2.40)
Je "
m

Nf=
™

Als resultaat van de gevolgde rekenmethode met cellen in de py-ruimte is formule
(2.40) verkregen in een discrete schrijfwijze. Alvorens over te gaan tot de eliminati
van multiplicator B zal nu eerst de overgang naar de continue distributie worden
uitgevoerd. Later zal echter blijken dat vgl. (2.39) en (2.40), ook in de hier
gegeven vorm, kunnen worden gebruikt wanneer een fysisch verantwoorde quantisatie
is ingevoerd.

De dichtheid f(;,g) in ¢ (zie 2.2) wordt verkregen als het quotiént van
het aantal deeltjes in een willekeurige toestand m en het p-volume van die toestand

Aw:
> > “m
f(r,p) = o (2.41)
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Met gebruik van (2.40) en overgaand van discrete energieé&n e, °P de continue

hamilton functie H(;,g):

g) = im; BH P’ )

-5
r

£(

N

Voor de distributie n(z ), gedefinieerd in (2.2), geldt:

1 L BH(r,p)

> >
7 dr dp . (2.42)

n(?,g) = f(;;p) dr dg =
De eerste bijconditie (2.28) wordt nu:

» = -> N r
N =[] £(2,D) dr dp = i—% [ e BH(Z,E) g2 3, (2.43)
w &

waaruit volgt dat
e >
z == ] N R e (2.44)

Dit is de continue vorm van de moleculaire partitiefunctie , waarin nog de on-
bepaalde constante Aw zit. Substitutie van (2.44) in (2.42) levert de gewenste
uitdrukking voor de evenwichts- of boltzmanndistributie:
> >
BH(r,p)
R > >
n(r,p) = ar dp . (2.45)
H
ff 8 (r,p)d dp

Zoals reeds eerder werd aangestipt (par.II,3) 1is hier de constante Aw weggevallen.

Merk cok op dat, in overeenstemming met de conditie voor een stationair ensemble, de

distributie in p alleen een functie is van de hamiltoniaan.

TI.5. Bepaling van B; toestandssom van translatie.

Tn de boltzmanndistributie kan de tweede multiplicator van Lagrange, B8,

geélimineerd worden door gebruik te maken van de tweede bijconditie (2.28):

. . - - e
Schrijf deze eerst als integraal over de continue variabelen v en p door n(vr,p)

(2.2) en H(;,g) in te vullen:

E= [ u(>,p) £2,5) & dp (2.46)
of ook
£=n [ HE,D) Md}’d{; , (2.47)

Merk op dat de integraal, volgens vgl. (2.10), de gemiddelde waarde van de

; . . . T oE . .
l-deeltjes~hamiltoniaan H(%,p) voorstelt, d.w.z. de gemiddelde moleculaire

energie . Dus E = Ne.
Substitueer in (2.47) de distributie (2.45) en tevens de expliciete vorm

van de hamiltoniaan (2.1). Dan volgt:



+oo — (p + P
N 2y 2m X y Z -
>m f{i (PX + Py tp, ) e dp,, dpy dp, . f£f dxdydz
E = B > ) 5 (2.u8)
te = (p " +p " +p ") -
fff e2m * y z dp. dp_ dp_ . ff /dz
X x Py z J y
Door uitvermenigvuldigen en factoriseren:
- § 2 B 2 R 2
+oo - P fo' Q. T 400 — P’/
2 2m “x 2m =y 2m Tz
. {w p, e dpx . £&e dpy .’4; e dpz
E= o B2 52 B2 —
7 om Px TmbPy 1 mlPr
v g 2 " B2 (2.49)
f 2 eQm py q f 2 e2m Py a
'ly Py lew 2 Pz
+ + .
B 2 B8 2
2m Yy 2m Yz
J e 4Py I e,
Stel nu:
-E -
om - ¢ (2.50)
dan geeft iedere term in (2.49) eenzelfde type bijdrage nl. een breuk waarvan
de noemer gegeven wordt door de standaardintegraal
£ -ax2 v
[ e dx = Ji (2.51)
-0 a
en de teller door de standaardintegraal
+o0 2
2 -ax _ 1 i )
[wx e dx = 57 V3 (2.52)
Substitutie hiervan in (2.49) geeft:
p=N 3 . _3X
" 2m " 2a 2B °
zodat
3N
B=-3F - (2.53)

Hiermee is, in principe, het gestelde doel bereikt, nl.

eliminatie van B in termen

van E. In de praktijk blijkt het echter gemakkelijker om te werken met de tempera-

tuur T, die direct meetbaar is, dan met de totale energie E. Men substitueert daarom

voor E de eerder berekende equipartitiewaarde: E = 3/2 RT per mol (2.24).

Dan volgt uit (2.53)

N
A
B = - == .

RT
Definieer de constante van Boltzmann:

KR
A

(2.54)



dan is het eindresultaat voor B:

1
S (2.55)

Er schuilt natuurlijk een onlogisch element in deze laatste stap. Bij de
boltzmanntelling wordt immers de totale energie als onafhankelijke variabele
gehanteerd terwijl in het eindresultaat (2.55) de temperatuur als variabele op-
treedt. Hierop zal in de 2e ronde bij de behandeling van het canonieke ensemble
worden ingegaan.

Met gebruik making van (2.55) kunnen de voornaamste resultaten (2.40), (2.44) en

(2.45) in een definitieve vorm geschreven worden:

. - _m S

n = Ne KT /E e KT = g— e kT . (2.56)
m 4

>

_ H(r,p)

7 = "l-“” e T 24 i (2.57)
’ Aw

_HED) _H(EL,P)
n(r,p) = N. e T &7 dp/ff e i ar dp . (2.58)

Bij de uitwerking van de noemer in vgl. (2.48) is tevens de toestandssom van

translatie Z,  impliciet berekend. Dit wordt nog even toegelicht.
Door invullen van de hamiltoniaan (2.1) (voor een puntmassa met 3 translatie

vrijheidsgraden) in de uitdrukking voor de toestandssom (2.857) verkrijgt men

te  —— (p “4p 4p°

-1 2mk T % \% Z
tr T Aw fij e dpx dpy dp, féf dxdydz - (2.59)

Met de standaardintegraal (2.51) volgt dan:
By = gy (2onkm) 2y (2.60)

Hiermee is de temperatuur- en volumeafhankelijkheid van de toestandssom vastgelegd.
De constante Aw blijft echter onbepaald. De afleiding van de evenwichtsdistri-
butie is nu voltooid. Het is duidelijk dat deze correspondeert met het grootst
aantal microtoestanden Qmax en daarom ook het vaakst - practisch altijd - zal
voorkomen. Het is echter niet uitgesloten dat het systeem gedurende korte tijden
vertoeft in een andere, niet evenwichtsdistributie. Men zegt dan dat in het

systeem fluctuaties optreden.

IT.6. De barometrische hoogteverdeling.

De hamiltoniaan van het ideale gas (2.1) bevat alleen de bijdrage van

de kinetische energie, omdat de potentiéle energie t.g.v. de verwaarloosde inter-

moleculaire wissel-
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werkingskrachten nul is., Er ontstaat echter een extra potentiéle

energieterm als het gas zich bevindt in een uitwendig veld zoals dat van de

ieder deeltje een kracht ter grootte mg. Wordt de potentiéle energie op het

aardoppervlak nul gekozen, dan bedraagt deze op een noogte h:

H_ (%) = mgh (2.61)
pot 7 T mEL (2.61)

zodat de totale hamiltoniaan wordt:
g 1 2 2 2
H(r,p) = 5= ( + + ) + mgh - 2.62
(r,] om Py TPy Py gh ( )
De extra term, mgh, zal tot gevolg hebben, dat in een verticale kolom gas de deelties
een boltzmannverdeling over de potenti&le energie vertonen waardoor de gasdicht-

heid afhankelijk zal zijn van de hoogte (zie fig. 11).

S Ca uit ven de boltzmannverdeling (2.58}),
‘_q LA S substitueer (2.62) en integreer over alle
_,m-;;m;w:~ — E*dh variabelen die geen rol spelen bij de hoogte -
':.',.;..:. verdeling. Men verkrijgt dan het aantal
::::,:f:,:: deeltjes n(h) in de schijf met doorsnede S en
Jete ettt met hoogte tussen h en h + dh:

7 7 ho

Fig. 11 i ]
o L (p %4p Zp )
: 2mkT X Z - mgh
N [f]e 7 dp,dp dp, |- | =
a(h) = o dexdy e dh . (2.63)
- H\r,sp ,
 ffe TXT dr dp
Noem de factor binnen de grote haken A en deel n(h) door het volume van de
schijf, S.dh: - mgh
n(hy _ _ . kT -
T T p(h) = A e . (2.64)

Deze hoogte-verdeling brengt tot uitdrukking dat de deeltjesdichtheid, p(h),
exporentieel afneemt met de hoogte. De factor A ha.g. slechts af van de temperatuur,
de totale lengte van de kolom en de gemiddelde deeltjesdichtheid (bewijs dit).
In de praktijk zal men slechts geInteresseerd zijn in de verhouding van de dicht-
heid p(h) t.o.v. p(hg), waarbij hg een peferentieniveau is, b.v. het aardoppervlak.
Door toepassing van (2.64)

: - mg {h=h _)/k7T

g%%lﬁ-: S O)‘kq. (2.65)
¢

pl

De hoogteverdeling is geTllustreerd in fig. 12.
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Aangezien voor een ideaal gas geldt dat de druk P
evenredig is met de deeltjesdichtheid (P = NkT/v)
wordt (2.66)

- mg (h-hy)
P(h) - kT . (2.66)

Dit is de z.g. barometrische hoogteverdeling.
Een karakteristiek punt is de hoogte waarbij
mg(h—ho) = kT. Dan is P(h)/P(ho) = é-= 0,368..

Bereken dit punt voor de aardse atmosfeer.
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III. DE SNELHEIDSVERDELING VAN MAXWELL

IIT.1. Afleiding van de snelheidsverdeling.

De snelheidsverdeling geeft antwoord op de vraag hoeveel deeltjes van het
gas een bepaalde snelheid hebben; of meer precies: hoeveel deeltjes hebben een
snelheid waarvan de waarde ligt binnen een bepaald snelheidsinterval.

Het gaat hier om een belangrijke eigenschap van het gas die een rol speelt in
vrijwel alle kinetische theorieén.
Naar analogie met de distributies van par. II.1 kan de snelheidsverdeling formeel

gedefinieerd worden als:
n(v) = f(v)dv . (3.1)

Hierin is £(v) de snelheidsdistributiefunctie. Noteer dat v hier een scalar is.
Voor de bepaling van (3.1) kan men uitgaan van de codrdinaat-impulsvector-dis-
tributie (2.58), die hier+h§rhaald wordt:
- H(r,p) - H(r,p)
WGy =ve K d?di»’/ffe KT @ &g .
Bij afwezigheid van een uitwendig veld wordt de hamiltoniaan weergegeven door (2.1).
Ga over op de impulsvectordistributie door volgens (2.4) te integreren over de

plaatsvector M (f dp = V) en substitueer tevens (2.1) in de teller:

\Y
S (p2+p2+p2)
N o 2mk T X y z N
n(p) = N oy dp .V . (3-2)
- H(r,p)
ff e KT d; dg

De noemer is op een factor 1/Aw na gelijk aan de toestandssom van translatie (2.60).

Substitutie hiervan geeft voor de impulsvector-distributie:

o1 ( 2, 2, 2
SmkT Px py P2

>y e >
n(p) = N dp . (3.3)

(27m kT)3/2

Nu is men uiteidelijk alleen geinteresseerd in de grootte p van de impulsvector
en niet in de richting ervan. Dit betekent dat (3.3) moet worden omgewerkt tot

de impulsverdeling n(p). Vermits de componenten van de impulsvector, P> Py’ P>

niet meer hoeven te worden gespecificeerd, wordt in de exponent gesubstitueerd:
2 2
p° = p,° + D +p,° - (3.4)

Daarna gaat men over op polaire codrdinaten.
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Noteer dat in de impulsruimte (zie fig. 13)
het element, d§ = dpxdpydpz, geschreven kan

worden in pool-codrdinaten als:

> 2 .
dp = p dp sin © dO d¢ (3.5)

Integreer over alle richtingen van de impuls-

vector d.w.z. over de poolhoek 0 van O tot w

en overhet azimuth ¢ van 0 tot 2w. Dan gaat

(3.3) over in

Fig. 13.
2
S
2mkT o ™ 2w
n(p) = N =———  pdp [ sinede [ d¢ . (3.5)
(2mmkT) o o
™ ™ 2m 2w
Vermits: f sin0d0 = - cos®| = 2 en [ a¢ = ¢| = 2m , geldt voor de impuls-
o o o o
distributie: 2
- R
2mkT
n{p) = 4aN E——————§/2 p dp . (3.8)
(2mmkT)

Op dit punt is het interessant om op te merken dat deze vgl. ook zondermeer de
energiedistributie,n(e), geeft. Hiermee wordt nu bedoeld de verdeling van de

deeltjes over de numerieke waarden van de kinetische moleculaire energie, €,

zonder dat de plaatsvector of de richting van de impulsvector gespecificeerd

. . -> >
worden. De distributie n(e) verschilt dus duidelijk van de distributie n(r.,p)
5> o .
(2.58), waarin de energie als hamiltoniaan H(r,;) is geschreven. Gebruikmakend

van € = p2/2m (uit 1.8 en 1.5c) wordt gevonden:

1/ /2 1/2 -e/kT
€ e

n(e) = 21 2 N(kT)—3 de . (3.7)

Dit resultaat zal later bij de quantumstatistieken worden gebruikt.
De snelheidsdistributie volgt rechtstreeks uit (3.6) door substitutie (1.5¢)
van:
2
P =mv en dp = mdv:

mv

3/2 v2 e 2Kt dv . (3.8)

B m
n(v) = 4nN (i;i?)

Dit is de snelheidsverdeling van Maxwell, voor het eerst door Maxwell afgeleid in

1860, zij het langs een andere weg dan de hier gevolgde. Deze brengt tot uitdrukking
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n(v )
dat év) = f(v), het totale aantal moleculen met snelheid v per eenheid van snelheids-

interval, een maximum vertoont als functie van v. Bij kleine snelheden, vertrekkend
van nul, overheerst de parabolische factor v2; bij grote snelheden domineert de
exponent exp(- mv2/2kT) die de functie asymptotisch naar nul doet naderen.

Maak aannemelijk dat bij lagere T en ook voor grote m (zwaarder gas) het maximum
scherper wordt en verschuift naar kleinere snelheden. Ter illustratie van dit
gedrag zijn in fig. 14 twee verdelingen getekend resp. bij 273 K en 1273 K voor

. . n(v) 1
het gas H,. Hierbij is uitgezet: | 3y = E%Zl

, de fractie moleculen met snel-
heid v per eenheid van snelheidsinterval.

Noteer dat het oppervlak onder de curves constant is:

TE(v) .
J’ N dv = 4
O
50F N dv
m/s)!
25

|

I

i
0 1501 2000 3240 4000 m/s

IIT.2. Berekening van gemiddelde snelheden.

Door het invoeren van gereduceerde variabelen kan de snelheidsverdeling
(3.8) in een algemene vorm worden gebracht die zich goed leent voor het berekenen

van gemiddelden. Stel:

mv. 2 . B m \1/2 _ m (1/2
Som ¢ X . dus x = vigeg en dx = dv(2kT . (3.9)
: 1/2 . .
De gereduceerde suelheid x is dus uitgedrukt in eenheden (m/2kT) / Substitutie

in {3.8) geeft:

-1/ > -
n{x) = 4Nw L2 ¥ e X dx . (3.10)
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Definieer ook de fractie y van deeltjes met gereduceerde snelheid x, per eenheid van

gereduceerd snelheidsinterval:

1
y = n&x) aIx . (3.11)

Dan gaat de verdeling (3.10) over in de universele functie:

y = 4w % e . (3.12)

Deze is getekend in fig. 15,

083021
08

0.4

A e — e e ——— e = —

o
AN

x
3
3

Fig. 15

Merk op dat dit resultaat nu algemeen geldt, welke ook de temperatuur T of de

aard van het gas, d.w.z. m, is. De overgang van X naar gewone snelheid v gebeurt

m.b.v. (3.9), terwijl uit(3.11) de interpretatie volgt dat:

n{x)
N b

ydx = (3.13)

d.w.z. de waarschijnlijkheid om een deeltje aan te treffen met gereduceerde

snelheid tussen x en x + dx.

i) Bereken eerst het maximum van de curve y(x) (3.12).

dy _ ;. .2 -
T - 1 =0
. . _ _ -1/2 -1 _ . .
Dus in het maximum; x = 1 en y = Uy e = = 0,83021 (zie fig. 15).

max
Na substitutie uit (3.9) volgt voor de meest waarschijnlijke snelheid,

corresponderend met x = 1:

v = (sz/m)l/z. (3.14)
MeWe
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ii) De gemiddelde snelheid kan bepaald worden door gebruik te maken van de

algemene middelingsformule (2.10) waarin de waarschijnlijkheid volgens (3.13)

wordt gesubstitueerd.

_ o Y _.'2
x = f x.y dx = f Y 1/2X3@ ¥ oax . (3.15)
o] o]
Gebruik de standaardintegraal (3.25),
T 3 —x2
[ x7 e ™ ax=1/2 (3.16)
o]

dan volgt voor de gemiddelde gereduceerde snelheid
X = 2ﬂ—1/2

Met behulp van de definitie (3.9) krijgt men voor de gemiddelde snelheid wu:

/2

uzv = (8kT/mn)1

Deze grootheid speelt een voorname rol in de theorie van botsingsverschijnselen
en bij de berekening van transporteigenschappen. De gemiddelde snelheid ligt in
de orde van grootte van enkele km/s, b.v. voor H2 bij 273 K is u = 1,683

km/s. Bereken u voor enkele gassen bij verschillende temperaturen en noteer dat

u 3.(T/m)l/2.

iii) De gemiddelde kwadratische snelheid speelt een rol bij de berekening van de

gasdruk (zie par. II.2). In gereduceerde snelheden geldt weer, door gebruik van

(2.10) en (3.13):

Gebruik de standaardintegraal (3.25),

2

T ou -x 3 1/2

er dX-'—Q—.—ETT 5

o
dan volgt voor de gemiddelde gereduceerde kwadratische snelheid

2

x" = 3/2 . (3.21)
Zodat geldt voor de gemiddelde kwadratische snelheid

2

v© = 3kT/m . (3.22)

Verifieer dat dit consistent is met het theorema van equipartitie (par. II.2).

Men definieert ook nog een middelbare snelheid als

~1/2
v = {V41 , (3.23)
m

die niet verward moet worden met de gemiddelde snelheid.

(3.17)

(3.18)

x“y dx = [ uw x e dx (3.19)

(3.20)
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Jit (3.22):
1/2
v = (skr/myt/? (3.21)
ferk tenslotte nog op dat (zie fig. 15)

v >u>v
m m.W.

lereken bij wijze van cefening, enkele gemiddelden van hogere machten van de snelheid.

Jaarbij kan gebruik gemaakt worden van de algemene standaardintegraalformules:

o 2

2n  ~ax _ (2n)! /ﬂ
[ =7 e dx = . 2n+l n ¥V a
0 ni 2 a

n=0,1,2,. (3.25)
C  on+l ~ax2 n!
f X e dx =
n+1

o 2.a

[IT.3. De gemiddelde vrije-weglengte.

De gemiddelde vrije-weglengte, 2, is gedefinieerd als de gemiddelde
ifstand die een deeltje aflegt tussen opeenvolgende botsingen. Deze grootheid is
1iet alleen van groot praktisch nut, b.v. in de vacuumtechniek, maar speelt ook
sen belangrijke rol in de elementaire theorie van transportverschijnselen (zie
{oofdst. V). Het is duidelijk dat de berekening van £ in de eerste plaats kennis
sereist van het gemiddelde aantal botsingen die een deeltje maakt per eenheid van
tijd. Men kan zich daarbij beperken tot binaire botsingen die bij lage dichtheid
veruit in de meerderheid zijn.

Het puntmassa-model leent zich niet voor een beschrijving van de botsing
sn men is genoodzaakt het model uit te breiden door aan de moleculen een ruimtelijke
structuur toe te kennen. Dit kan het eenvoudigst door de deeltjes te beschrijven als

rarde bollen met diameter o. Dezeis (zie fig. 16) eveneens de afstand van dichtste

senadering tussen twee deeltjes en men spreekt ook van botsingsdiameter O.

In termen van wisselwerking tussen de deeltjes

betekent het ha:li.bol model dat op afstand o
///A\\~ een oneindig sterke repulsie optreedt. Des-

ondanks zullen de eerder voor het model van

ag
puntmassa's afgeleide formules toepasbaar blijven
omdat voor het verdunde gas ¢ altijd klein is
Fig. 16 t.o.v. 2,



De eerste vraag is nu: hoeveel botsingen maakt een bepaald molecuul, a,
ver eenheid van tijd binnen het beschouwde systeem? Een antwoord hierop kan ge-
‘even worden m.b.v. een eenvoudige semi-intuitieve berekening, die echter wel

ietzelfde resultaat geeft als de exacte methode.

\—\— - T T T AT
o /

|y u / \)
‘// \ \\\. /

;la om het deeltje, a, een fictieve bol met straal o, de z.g. botsingsbol. Botsing
let een ander deeltje grijpt plaats als het middelpunt ervan op de botsingsbol

omt te liggen. Daar het gaat over het gemiddelde aantal botsingen per eenheid van
'ijd zal het eindresultaat alleen afhangen van de gemiddelde snelheid u. Men kan
aarom het gas voorstellen als een verzameling van N deeltjes met snelheid u in
:en volume V bij temperatuur T.

ls deeltje a per eenheid van tijd een afstand u aflegt bestrijkt zijn botsingsbol

2 . s . . . . . .
ven volume: wo u (fig. 17). Hierin bevinden zich in totaal ﬂ02u N/V deeltjes die

1llen met a zouden botsen als ze zelf in rust zouden zijn. De botsingspartners
.chter hebben zelf ook een snelheid u, met dien verstande dat alle richtingen de-
;elfde waarschijnlijkheid hebben. Men moet dus in rekening brengen de relatieve
remiddelde snelheid van a, t.o.v. de deeltjes in het botsingsvolume. Men kan
rolgend heuristisch argument gebruiken. Er zijn twee extreme gevallen (zie fig. 18).
1. frontale botsing met relatieve snelheid: 2 u

2. "raak-botsing" met relatieve snelheid: 0

3
U u _uva
U
el Y
el V] u

Fig. 18
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3. Dit maakt plausibel dat een 'gemiddelde! botsing plaats griijpt

onder een hoek van 90° met relatieve snelheid: V2 u. Als het eerder genocemde

1/2

aantal deeltijes in het botsingsvolume met de factor 2 wordt gecorrigeerd,

dan bedraagt het aantal botsingen, z_, dat deeltje a gemiddeld maakt per eenheid

van tijd:

z = 2"/2ﬂ02u N/V . (3.26)
Hieruit volgt het totale aantal binaire botsingen, z, dat gemiddeld plaats vindt
per eenheid van tijd en per eenheld van voclume, door te sommeren over alle deel-
ties per volume-eenheid. Het resultaat, z_ N/V,moet nog gedeeld worden door 2
omdat met paren is gerekend en anders alle botsingen twee keer in rekening zouden
worden gebracht.

Uiteindelijk is dus het totale aantal botsingen per eenheid van tijd en

volume:

7 = %-Qi/éﬂcéu (N/V)2, (3.27)

Substitutie van u (3.18) geeft:
/s ]
z = 20mkr/my 4 o2 ovn2. (3.28)

Bij problemen waarin twee massa's m en m optreden werkt men meestal met het be-

b
rip gereduceerde massa p (zie par. I1.3)
m_m,
u o= . (3.29)

ma ‘H‘ﬂb

b
S
L :

Met deze notatie wordt (3.28):
. L1/2 2. N2 ;o
z = (2nkT/u)™ UZLN/V) . (3.30)

Noteer dat de dimensie van z is: t 7 L 7.
Het begrip vrije-weglengte volgt direct uit 2 volgens (3.26). Vermits

een gegeven deeltje a per eenheid van tijd een afstand u doorloopt en daarbii =z

et

botsingen maakt is de gemiddelde vrije-weglengte:

L= u/z_ o, (3.31)

zodat

L1722
p o= (22 e w7t (3.32)

£ hangt dus alleen af van (N/V)-l,de reciproke deeltjesdichtheid; de temperatuur

komt niet expliciet voor. Intultief is dit in te zien: als door temperatuurverhoging
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3t deeltije 2x zo snel loopt maakt het ook 2x meer botsingen en bliijft 2 dus geliijk.
3t is handig om 2 uit te drukken in P en T door te substitueren, voor het ideale

s, N/V = P/kT, zodat:

5 5
g = kT/(Qlj“ o~ P) .

10 . - .
'm is 2 van de orde van 10 7m. In onder-

cor T = 300 K, P = 1 bar en ¢ = 3,10
taande tabel zijn de waarden van & vermeld voor enkele gassen (bij 0°C en 1 bar).

aarbii is o verkregen uit viscositeitsmetingen (zie Hoofdst. V).

Vrije-weglengte bij 0°C en 1 bar.

2 in 1Ob10m (= Angstrdm)

Ar 635 H2 1123
COQ 397 N2 600
C 5 287 02 6u7
He 1798

1 ook na welke de orde van grootte van 2 is bij hoogvacuum. Men zal er voor

seten zorgen dat in een vacuum-opstelling de diameter van buizen en de docrlaat

an kranen niet te klein is t.o.v. &. Anders zal bij de evacuatie d.m.v. een vacuum-
>mp het pompproces sterk gehinderd worden door de vele botsingen van de moleculen

5 de wand.

Een strenge afleiding van de uitdrukking (3.30) voor het aantal binaire
>tsingen, per eenheid van tijd en volume, gaat uilt van de maxwellsnelheidsverdeling
sschreven in vector notatie. Door invoeren van de relatieve snelheid en van relatieve
s8érdinaten en integratie over de ongewenste variabelen wordt de botsingsformule
srkregen. Gezien de lange maar elementaire algebra wordt de berekening hier achter-

sge gelaten. Men kan dit probleem als oefening proberen.
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7. DE ENTROPILE

7.1. Berekening van de entropie; identificatie met de 2e hoofdwet.

Met de berekening van de boltzmanndistributie (2.58) en de snelheids-
srdeling (3.8) zijn de voornaamste inwendige eigenschappen van het ideale gas
istgelegd. Er kan nu overgegaan worden tot een berekening van de entropie en de
sdere thermodynamische grootheden.

Zoals in par. 11.1 vermeld is het uitgangspunt de relatie (1.43):
= k 1n ©. Men moet echter niet vergeten dat dit verband tussen £ en { op semi-
atuitieve gronden werd afgeleid. Er zal dus, nadat eerst ln Q is uitgerekend,
swezen moeten worden dat de statistische vorm voor de entropie beantwoordt aan de
afinitie uit de 2e hoofdwet: dS = ereV/T. Verder zal ook»de waarde van de con-
tante k in (1.43) moeten worden bepaald.

In vgl. (2.32)werd het aantal microtoestanden gegeven voor een arbitraire

isteibutie (o, ..o o)t
’ "1 m )

n 0 ) = N 1In N-N- .
In Q&nluv.nm.e) J 1n N-N % nm In nm + % nm

ult men hierin de evenwichtsdistributie (2.56) voor no dan krijgt men het
orresponderende aantal microtoestanden: in Qmax' Merk ook op dat de 2e term in

et rechterlid tegen de He term wegvalt (conditie (2.28):

N - em/kT €
in @ = N In N - — - Z - =) . 4.1
in & N in N ) 5 e (1n N 1n T (4,1)
m
joor uitvermenigvuldigen: ~ o B
) sm,k‘ Y €m/kT
m © m ©
1n Q =N InN~-N1In N —~—— + N 1n Z e
mMax Z Z
-£ T 4.2
RENEE D e
kT & Z m
m

sebruikmakend van de definitie (2.39) voor Z en nogmaals van de vgl. (2.56) voor

1, resulteert dit in:

m
In = N 1n Z + L 2 n_ e (4.3)
max kT somom ?
zodat met de 2e bijconditie (2.28):
in @ = Nln % + E/KT =N 1n 2 + 3/2 N . (4.u)

Het blijkt dus dat de berekening van de entropie op basis van deze vgl. uiteindelijk

neerkomt op de berekening van Z. Verder impliceert het gebruik van (4.4) dat men



In @ mag vervangen door 1ln Qmax' Men kan zich afvragen of niet een aantal termen

in de onmiddellijke nabijheid van het maximum ook nog een belangrijke bijdrage

leveren tot {i. Stel dat t termen een waarde zouden hebben van de orde ax? dan zou
me
0 o= + 1 ) =
gelden tQmax' Nu gaat het in (4.4) om de3 logaritme dus 1n In t + 1In Qmax‘

Zelfs al is t ~ NA dan zal In t 2,3.lOg102 ~ 50 bedragen en dit is verwaarloos-
baar t.o.v. 1ln Qmax waarin volgens (4.4) N i lO23 als factor voorkomt (later =zal
blijken dat ook Z een groot getal is). In de som (2.29) zal de maximale term, die
overeenkomt met de evenwichitsdistributie, veruit de grootste bijdrage leveren. Het
systeem kan echter entropie-fluctuaties vertonen als gevolg van kortstondige af-
wijkingen van de evenwichtssituatie. In het vervolg zal gesteld worden dat Q = Qmax'
Vooraleer (4.4) toe te passen is eerst het probleem van de identificatie
van dS aan de orde. Breng (4.3) in differentiaalvorm, waarbij nog steeds de
distributiegetallen, noo de onafhankelijke variabelen zijn, terwijl Z uiteraard

niet van de no afhangt:

1 e
dIn O = == )} e én . 4.5
kT é m m ( )

Deze vorm brengt tot uiting op welke manier een infinitesimale verandering in de
bezettingsgetallen n_ van de p-ruimte het totale aantal microtoestanden beinvlcedt.
Het verband met de thermodynamische wetten wordt duidelijk als men opmerkt dat het
r.1l. van (4.5), op de factor 1/kT na, verkregen wordt uit de totale differentiaal

van de energie E = ¥ noe. (2.28):
i

L
m
dE = Z n Ssm + z € bnm . (4.6)
m m

AEF iz identiek met dU, de totale differentiaal van de inwendige energie uit de

thermodynamica, waarvoor geldt op basis van de le hoofdwet:

du = - P4V + &Q (4.7)
re

A
De eerste term, — PdV, is volgens de thermodynamica de bijdrage van de mechanische
arbeid. Deze ontstaat bij wijziging van de macroscopische mechanische variabele V.

Nu ziet men dat op moleculaire schaal deze mechanisc. - bijdrage tot de energie-~
verandering alleen kan voortkomen uit de eerste term van (&,6): X o 6em‘ Daarin
wordt immers een infinitesimale wijziging aangebracht op de waarge van de molecu~
laire hamiltoniaan zelf, die de mechanische toestand beheerst. Voor het formeel in
rekening brengen van externe mechanische effecten is het echter wél nodig de tot
dusver gebruikte "kinetische'" hamiltoniaan (2.1) aan te vullen met een potentiéle
energieterm Hded“ Dit ig een steile respulsie potentiaal die er voor zorgt dat
deeltjes aan de wand perellecteerd worden zoals beschreven in IT.2. Hij zal afhangen

van de positico wvan Jde wand dus van het volume van het systeem.
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Op grond van dit argument kan men bij vergelijking van de ultdrukikingen

4.6) en (4.7) de volgenda identificatie maken:

z n S = - PAV
m :
m (4.8)

M ook
¢ &n =do_ . . : Lo
L m m Qrev (4.9)
m
yit betekent dat op moleculaire schaal de elementaire warmte overeenkomst met

sen verstoring in de distributiegetallen Shm, terwijl de waarde wvan € ongewijzigd

>lijft.

Door combinatie van (4.9) met de vgl. (4.5) voor din § volgt dat:
g g

J e on_ = do = krd(ing) (4.10)
m m IH] e

»f ook

d kin @ =

in de thermodynamica wor

AS = e (u.12)

Jit de vergelijking van het stat. mech. resultaat (4.11) met de thermodynamische
wet (4.12) volgen enkele belangrijke conclusies:

1. De "entropie

" yolgens de relatie van Boltzmann (1.43) is identiek met de thermo-

dynamisch gedefinieerde entropie. Dus
S =k In Q {(4.13)

is hiermee formeesl bhewezen.

5. De constante in (1.43) is identiek met de constante van Boltzmann k = R/N, =
~y Fiat

P e

1,380.10 J/K gedefinieerd in (2.54).

3, De temperatuur T in (4.11), die was ingevoerd in {2.33) via de ideale gaswet,

is identiek met de “thermodynamische temperatuur uit de 2e hoofdwet. 1/T spealt

rol van integrerande factor voor de niet-exacte differentiaal erev'

Er blijft nu nog over (4.4) in te vullen in (4,13) teneinde een exr

uitdrukking te verkrijgen voor de entropie:
§ = Nk in Z + E/T . {(4.18)

.1 moet voor ieder type vrijheidsgraad nog de toestandssom

Deze vgl. is alg

T

Z

7 worden berekend en voor E de equipartitiewaarde als func ie van orden vastgesteld.

Voor het geval van het puntmassamodel, met alleen translatie vrijheidsgraden,

Formule

geldt voor 7 vel., (2.60) en voor B volgens (2.24): & = 3/2 NKT. De entrop:
o £ 133 1

wordt dan:

i

y

. . B . .
S = Nk 2; Vo4 3/2 in T 4 3/2 1n (2mmk) + 3/2 - 1n Aw| . (4.15)
4



Men concludeert hieruit dat de entropie van het ideale gas logaritmisch toeneemt
met de toename van het volume en van de temperatuur. Deze vgl. leent zich goed
voor berekening van entropieveranderingen. Bereken b.v. de entropiewijziging
voor een ideaal gas waarvan het volume verdubbeld wordt en de temperatuur wordt
verhoogd van 300 K naar 600 K.

Het is echter ook evident dat in (4.15) de onbepaalde term,- 1n Aw,voor-
komt die de absolute bepaling van S op zuiver klassieke statistische basis onmoge-
1ijk maakt. Hier zal de toepassing van quantisatie uitkomst bieden.

De entropieformule (4.15) kan niet gebruikt worden bij zeer lage temperatuur.
Dan zullen nl. quantumeffecten optreden en is de toepassing van de klassieke
mechanica niet meer gerechtvaardigd. In dit gebied moet overgegaan worden

op de quantum-statistieken.

IV.2. Quanteuse correcties op de boltzmannstatistiek.

De introductie van de quantum hypothese van Planck, in 1900, heeft ook
voor de statistische mechanica grote gevolgen gehad. In eerste instantie heeft
de quantisatie van energie geleid tot correcties of aanvullingen op de boltzmann-
statistiek, zo b.v. de bepaling van de constante Aw, zonder dat het principe van
de B.-telling werd gewijzigd. In een later stadium zijn de quantum-statistieken
ontstaan die uitgaan van een beschrijving van de deeltjes op quantummechanische
basis. Ze geven aanleiding tot de fermi-dirac-en bose-einsteintelling , waarvan
echter zal blijken dat ze allebei, bij voldoend hoge temperatuur, naderen tot de
klassieke boltzmanntelling . In deze par. zal aandacht besteed worden aan het
onderwerp van de quantum correcties.

In de klassieke mechanica wordt de toestand van een deeltje scherp vast-
gelegd met de codrdinaten g en de impulsen p. De waarde van de hamiltoniaan H(q,p)
ligt dan eveneens vast. De quantummechanica leert echter dat het niet mogelijk is
g en p gelijktijdig scherp te bepalen. Er is altijd een principiéle onzekerheid
in de waarden van het geconjugeerde paar g en p. Als men deze onzekerheid aan-

geeft met een standaarddeviatie:

Ag :V<q2> - <q>Z en Ap :\/<p2> - <p>’ s (4.18)

waarin < > gemiddelde meetwaarden aangeven, dan luidt de onzekerheidsrelatie van

Heisenberg:
AqAp 5 L (4.17)
7 27
-34 . .
Hierin is h de constante van Planck met h = 6,62.10 J.s. Bij de bepaling

van de mechanische toestand treedt dus een onzekerheid op van de orde:
Aghp & h . (4.18)

Het gevolg is dat in de quantummechanica de toestand op een meer subtiele wijze
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moet worden gedefinieerd. Een deeltje wordt gekarakteriseerd door zijn golffunctie

¥(q) met de interpretatie dat:

vy = |y]? (4.19)

de probabiliteit geeft het deeltje met de codrdinaten g aan te treffen. ¥*is de
complex geconjugeerde golffunctie. Men moet vooral niet deze Q.M. probabiliteit
verwarren met de waarschijnlijkheid van het veeldeeltjes systeem in de statistische
mechanica. Voor de berekening van ¥ kan de methode van Schrddinger gebruikt worden
(zie college quantum mechanica):

i. Associeer met de hamiltoniaan H(gq,p) een hamilton-operator, Hop’ door de sub-

stituties: g - operator g, p - operator - ih é-fﬁ = h/2m). Voor de hamiltoniaan

aq
van de puntmassa (2.1) geeft dit:
2 2 2 2
he 9 9 d
Hp = " om Ot T ) (4.20)

ax Ay 3z

ii. Laat Hop werken op ¥ en los de stationaire schrddingervergelijking op waarbij
voldaan moet worden aan de standaard voorwaarden op ¥ van eindigheid, é&énduidigheid

en continuiteit:

Yy = ¢ V¥ . (4.21)

De index m nummert de discrete eigenwaarden van de golffunctie en de moleculaire
energie die voldoen aan bovenstaande eigenwaarde-vergelijking; iedere waarde van m
correspondeert dus met een gquantumtoestand. Tcegepast op de puntmassa, met HO
volgens (4.20), luidt de Schrédinger vergelijking:
o ¥ 7Y oY 8w2m
+ e¥y =0 . (4.22)

8x2 8y2 822 h?

Stel dat het deeltje zich in een rechthoekige doos bevindt met afmetingen a, b en c

dan luidt de oplossing voor de eigenwaarden van de translatie-energie:

h2 kx2 kyz kz?
€n = gﬁ'( 5 + 5 + 5 ) . (4.23)
a b c
De quantumtoestand m wordt hier bepaald dcor de 3 quantumgetallen: kx’ ky’ kz =

1,2,3,.....

Wat zijn de gevolgen van quantisatie voor de opdeling van de u-ruimte?
Beschouw ter vereenvoudiging één term van (4.23) hetgeen overeenkomt met een één—
dimensionale puntmassa die beweegt op een lijnstuk a. (De andere termen hebben
dezelfde structuur):

h2

8m

kX2
- - (4.24)
a

Ek =
x



toestanden kx = 1 en kx = 2 zijn de overeenkomstige

,i
)
3
2y
0]

Voor twee opeenvolg

&

waarden van de e

ho1 . = E? 22 25
, 2 " 8m 2 ° (4.25)
=4 a

,_.
Q0
=
]
N

m

N

Voor de representatie ervan in p wordt overgegaan op de impuls d.m.v. de relatie

. (4,26)

Als de QM energie-elgenwaarde wordt scherp gesteld kan het declt

in p zich nog
bevinden op twee lijnen met constante impuls terwijl aan de codrdinaat x op QM

gronden geen beperking wordt opgelegd, dus o & x & a.

Y
Tussen de in (4.25) vermelde opeenvolgende energie eigenwaarden zal in u cen

"volume' worden omsloten {(zie fig. 19) gegeven door:

2.2 Vome . - a.2 Vome . (4.27)

2 1

.~ 7.2 2 ‘
I U It VLR b N VLl L
2a L(.Lm -'8? “-,z“) LZm "é-r-n- ;‘2“) = h (4»“8)

a
De conclusie is dat de quantumtcestand voor 1 vrijheidsgraad van translatiz in

a

de p-ruimte een volume ter grootte van h beslaat. Voor de 3 vrijheidsgraden van

3 .
1., Men bewijst algemeen dat wvoor een de

de puntmassa wordt
vrijheidsgraden de encrgieviakken die overeenkomen met opeenvolgende energie-
eigenwoarden von quantumtoestanden, de p-ruimte verdelen in cellen h .

Op grond van dit resultaat kan men de onbepaalde constante Aw uit de

Boltzmann statistiek de waarde geven:
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Aw = h . (4.29)

Hiermee is deze laatste onbepaaldheid uit de statistiek verdwenen.

Er zijn twee directe conseguenties.
i. In de formules voor de toestandssom c¢n de entropie kan (4.29) ingevuld worden,
waardoor een absolute bepaling mogelijh wordt. Voor de distributie is er echter
geen verandering,zoals reeds eerder wer.d opgemerkt.

Vgl. (2.60) en (4.15) worden respectieveliijk:

27mkT | 3/2
7 = e
“tr { 2 ] Vo (4.30)

il

2mmk
hz

S = Nk [in V+3/21InT+ 3/2 1n ( ) o+ 3/2] . (4.31)

ii. De formules die eerder in II.4 werden afgeleid voor een discrete distributie
krijgen nu een fysische betekenis. De cellen in de p-ruimte worden geidentificeerd

met quantum-toestanden zodat de index m in vgl. (2.56), t.w.

N em/kT - zim/kT

n = = e met 7 = 2 e
m Z ; ?
1

thans betrekking heeft op de eigenwaarde van de energie. Zo wordt de quanteuse vorm
van de translatietoestandssom verkregen door invullen van (4.23) in (2.56):

2
h 2,2 2,2 2,2
zoo © © - m (kx/a + ky/D + kZ/C )
= e

k =1 k =1 k_=1
X y zZ

Ztr (4.32)

Is er een verschil tussen de sommatie over discrete quantumtoestanden en de
integratie over de waarden van de klassieke hamiltoniaan zoals in vgl. (2.59)?

Niet in het onderhavige geval van translatie-energie. De energieconstante, o, in

de exponent van (4.32) is nl. zeer klein. Verifieer b.v. dat voor het lichtste gas

H,, bij 300 K met a = 0,01 m geldt:

25
2

h -

4 = ————5 & 0,4 10

8mkT a”

16 (4.33)

Men kan dan de sommaties in (4.31) over de heeltallige waarden van de quantumgetallen
kx’ ky’ kZ vervangen door een integratie. Zoals in fig. 20 is gelllustreerd zijn de
opeenvolgende stappen in de som zeer kleinszodat de fout bij integratie, volgens de

vloeiende kromme, verwaarloosbaar is.
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0.5F
Fig. 20
§ el
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De eerste Tactor in het rechterlid van (4.32), in de variabele k wordt dan:
3 <y 2
o 5
2 2
e} h K o3 h kz/ 2
- > T g a
) BmkT /d ’ 8mk T x )
z S = dk . (h.34)
b
k =1 o
X
Deze integraal is van het standaard type (2.51), echter met ondergrens o i.p.v.
0 2 e
e Tax 1 Hieruit volgt voor (4.34)
e dx = = i
7 P
e}
2,2
coT e/ 1, 8mmkT . 1/2
bl - A ™ .
[ e ax = = (2 : (14.35)
v D 2

0 : h

De andere 2 factoren in (4.32) leveren eenzelfde bijdrage zodat, met a.b.c = V:
C2qmk T, 3/2 ,
7 2l 372y, (L4.36)
tr L2 ? ¢
0n

hetgeen identiek is met het eerder gevonden "klassieke" vesultaat (4.30).

Later zal blijken dat voor de rotatie- en vibratievrijheldsgraden wel degelijk

tussen de quanteuse en de klassieke vorm; dit is vooral het geval

bij lage temperatuur, dus waar de energieconstante in de exponent groot wordt.
IV.3. Gecorrigeerde boltzmanntelling; de thermodynarische functies.

Met de afleiding van vgl. (4.31) was in principe de berekening van de
entropie voltooid. Het gebruik ervan stuit echter op een fundamenteie moeilijkheid
die bekend staat als de paradox van Gibbs. Men kan deze als volgt demonstreren.
Beschouw een systeem met N deeltjes in volume V bij temperatuur T. Volgens boven-
genoemde vgl. (4.31) is de entropile:

. .

5 = Nk (1n Viob o .

Deel het systeom In twee door het aanbrengen van een tussenschot, dan geldt op basis
van de cigenschap van additiviteit (8 is ceon extensieve vaviabele):
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(totaal) {(half systeem) '
Dan is 1 v
S =2 *}“ Nk (1In "; + ,...) s
zodat

- )
S = Nk {1ln V-1n 2 + ....J .

Dit betekent dat per mol de entropie is afgenomen met Npk In 2 (= R 1n 2) door het

aanbrengen van hot § dit feit is duidelijk in striid met de 2e hoofd-

het+
Lak

wet. Tmmers

leren van de entropie door middel van een opdeling

van het zou perspectieven bieden voor een perpetuum mobile van de

De moeilijkheid kan duidelidk teruggevoerd worden tot het feit dat S, volg

g
e

niet voldoet aan de eis van extensiviteit. De oorzaak ervan moet gezocht worden in

3

&

de evaluatie van het aantal microtoestanden op basis van de boltzmanntelling.
Een essentieel element was de onderscheidbaarheid van de deeltjes op grond van hun

klassiek mechanische gedrag. In de quantum-mechanica is het gelijktijdig scherp

C a7
stellen van positie en impuls niet mogelijk, gegeven de relatie van Hei senberg (4,17).
De toestand van het deeltje wordt beschreven met een golffunctie (met waarschijnlii

ik~
heids-interpretatie (4.19)) waardoor de mogelijkheid tot onderscheidbaarheid vervalt.
Men heeft daarom geprobeerd om op de reeds afgeleide vgl. een correctie toe

te passen, die leidt tot de z.g. gecorrigeerde boltzmanntelling . Vermits de deelitijes

riet te onderscheiden zijn, zo luidt het argument, heeft men bij de berskening van
permutaties te veel geteld. Men kan hiervoor achteraf corrigeren door

a
iet verkregen resultaat ve

cor Q te vervangen door: /N!. Dit betekent:
) Q C s
In @ vervangen door In T =In & ~NInN+ N . (4,37)

Je toepassing hiervan op de entropie formule (4.31) leidt tot de 'ge

:ntropie vergelijking:

. | )
S = Nk It 4 3/2 0 T + 372 1n (BT L3041 | (4.38)
N h2 [ — -
=5/

s

it is de formule van Sackur en Tetrode voor de entropie van translatie. Voor &&n-

‘tomige gassen b.v. Ar, Kr, Xe is dit de enige bijdrc: tot de entropie. Men ziet

.

lat de paradox van CGibbs is opgeheven omdat het quotient V/N nu een intensieve

ariabele is S wél extensief wordt via de faktor Nk. Vgl., (4.38) blijkt d

[

xperimentele gegevens uitstekend weer te geven. De algemene uitdrukking voor S

L.14), na aanbrergen van de covrectie, luidt:

N
. 7 . ., . Z )
S = k 1n = + E/T = Nk (In ¥ + 1) + E/T . (4.39)

oor praktische toepassingen gebruikt men ook volgende schrijfwijzen voor (4.38),
. -1 -1
in J.mol T.K T

e wolaire entropie
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oo i o - ; 27k
S =R |InV + 3/2 In T+ 3/2 In M|+ R|3/2 in ..lr_]l, -~ In N + 5/

A -

Hierin is M de mclaire massa.

De melaire entropile, expliciet in de druk, luidt

- . L
S =Ry~ 1InP +5/2 1nT+ 3/2 1n M] + 172,290 J.mol K ln (44813

angen (functie van P en T) gebrui<t men de vorm:

Voor toe;

) N . ) 2mm} 3/2 ,5/2 o ) .
S =R |~ 1n P + 5/2 1n r] + R{ln{ 5= SUURTIY v os5/2 (hon2)
e - . h ek
= 1

waarin 1 de chemische con nte wordt genoemd, die alleen afhangt van de aard

van de stof,
Het zal duidelijk zijn dat een echte rechtvaardiging van de "gecorrigeerde
ﬁelling” alleen zal kunnen komen uit de quantum statistieken dle van het begin af
niet-onderscheidbaarheid in vekening brengen.

Tot besluit zullen ook enkele andere thermodynamische functies als Ffunctie

skend worden.

Y

De vrije energie van vVon Helmholtz gedefinieerd door de thermodynamische
vgl., P = U-T3, wowdt dcor invulling van de entropie volgens (4.14) en U = E:
F =~ NKT In 2 , (54.43)
of in gecorvigeerde vorm
N ,
Fro= - kT in %T': -~ NkT (ln-ﬁ + 1) . (4. 4)

Yoor de 3

I~ 2
Foo = NkT1n V/N 4+ 3/2 In T + 3/2 1In (= ﬂmk + 11 . (4 .us)
- h -t

In principe kunnen uit bovenstaande vgl. alle andere thermodynamische eigen-

s
H

schappen wovrden berekend door toepassing van de thermodynamische betrekkingen met

eS =

partiéle afgeleiden. Zo b.v., de druk

v
]

Ga na dat hier uiteraard weer uit volgt: PV = NKT.

o~ . 4

Tenslotte nog de energie E. Deze werd reeds in par. 11.2 geldentificeerd met

L

de partitie waarde: E = 3/2 RT. Het is ook interessant E uit te drukken als
func van Z. Dit kan langs zuilver thermodynamische weg d.m.v. de relatie van

Gibbs~v. Helmholtz: U = FwT(BF/BT)V. Men kan echter ook gebruik maken van de

middelingsformule voor dynemische variabelen (1.57) en dit geeft tevens de
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gelegenheid om terug te komen op het derde punt genoemd bij de doelstellingen
van par. II.1.
Het aantal microtoestanden & in de energieschil van de T-ruimte werd

berekend in vgl. (4.4). Door hierin de totale energie te schrijven als hamiltoniaan

H(qN,pN) = E en te stellen dat Q___ = Q volgt:
N N max &
N H(ETP :
O =7 e . (4.47)

. . . . 3N
Aangezien met iedere microtoestand een ''volume" in I correspondeert ter grootte h

. . . ! . . . .
is het volume van de energieschil: Q h3}. Hieruit volgt dat de genormeerde dichtheid
p/Ain (1.37) gelijk is aan het reciproke volume waarmee, zoals eerder aangestipt,

tevens de probabiliteit van de microtoestand bepaald is.

T

_ H(qN,EIf__)_

e kT
Y —
h3N ZN

= probabiliteit in I' . (4.u8)

Merk op dat de gecorrigeerde telling aan dit resultaat niets verandert. Immers
het"volume'"van de T-schil is constant: als Q door N! gedeeld wordt zal het "volume"
per toestand N! groter worden. Verder valt op dat de invoering van T als onafhankelij}k
variabele (bij de identificatie 8 = - 1/kT) tot gevolg heeft dat de probabiliteit

niet meer scherp begrensd is door de I'-schil maar een continue functie wordt van
qN,pN met een scherp maximum ter plaatse van de oorspronkelijke schil. Dit komt
overeen met het resultaat d.m.v. het canonieke ensemble in de 2e ronde S.M.

Ga na dat toepassing van (1.37) met(4.48) op de hamiltoniaan geeft

N N

_ H(q ,p )
N N kT N, N
G-p-JllHap)e dq dp
: hSN ZN
(4.49)
_ H(q,p)
kT
-y [ HGap) e dg dp
h3Z
Vermits uit de klassieke definitie van Z (2.57) volgt
, _ H(g,p)
%%.: 15 L[fﬁﬂéEl e KT aq ap (4.50)
h kT
luidt de energie vergelijking
2 9 1In Z
;= NI ————— . .51
E = NKT® —% (4.51)

Tenslotte nog de resterende karakteristieke functies. De enthalpie H = U + PV,

met gebruik van (4.46)



o
(€3]

9 1In Z

H = NkT (1 + T =T

)
De vrije enthalpie (vrije energie van Cibbs), G = P + PV

G = NkT (1 - 1In Z) ,

of in gecorrigeerde vorm

. z

z ) = - NkT 1In = . (4.52)

G:kT(N~l‘n~ﬂ T
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. TRANSPORTVE]

1 [ s ) P
fo1l, Fenomentsiog

Als een systeem door een uitwendige verstoring uit zijn toestand van
swwenwicht wordt gebracht kunnen zich z.g. transportverschijnselen manifesteren.
Jjeze worden gekenmerkt door het transport, binnen het systeem, van een bepaalde
“‘ygische grootheid. Zo gaat met het transport van impuls gepaard het verschijnsel

san interne wrijving of cositeit, met het transport van warmte de eigenschap

san warmtegeleiding en met het transport van massa de diffusie.

o
L

tpransportverschijnselen kunnen beschreven worden me
p i)

Deze drie klagsie

jke of fenomenologische wetten die het verband tussen

ondervinds

sehulp van proe
ie getransporteerde grootield en de aangebrachte verstoring vastleggen.

i. Viscositeit.

Door het aanleggen van een uitwendige schuifspanning, b.v. veroorzaakt

n drukverschil, wordt het gas of de vlceistof in het systeem tot stroming

deoor e

]

gebracht. Voor kleine stroomsnelheden is experimenteel vastgesteld dat de stro-
ming verloopt volgens een patroon van lagen die verschuiven t.o.v. elkaar: men

spreekt van laminaire stroming. Zoals in fig. 21 is te zien is de laag die tegen

de vaste wand ligt stationair. De lagen er boven hebben een steeds toenemende

snelheid zodat zich in het stromende fluldum een snelheidsgradiént opbouwt. Be-

schouw eerst het geval van één-dimensionale stroming. Als V de stroomsnelheld van

een gegeven laag aangeeft (niet verwarren met de moleculaire snelheid v) en

V + AV de snelheid van een laag op afstand Ax in de x-pichting .l op de stroomrichting

dan bedraagt de gradiént AV/Lx.
=] 153

V+ AV

-
<

FCTAY
X AN e X




dig lagen is de verdeling van snelheden continu en

Voor de limiet

Cinteerd als:

Ay
lim T ome— (5,1)

ARO
Nu leert de ervaring dat bij een constante uitwendige schuifspanning (kracht) zich

een stationair regime van constante stroomsnelheid instelt. Helt ontbreken van een

+ fluldum wrijvingskrachten optreden van tegenge-

precies compenseren. Op fenomenologische grond-

ings- of visceuse kracht, I', tussen twee evenwijdige

opeenvolgende lagen met oppervlak, S, evenredig 1s met S en met de snelheidsgradiént

AV /dx:

Dit is de wet van Newton veoor visceuse stroming. Gassen en vloeistoffen die hier aan

voldoen worden aangeduid als newtoniaanse fluica. De evenredigheidsconstante, n, 1s

. . . . -1,-1 . .

Deze heeft de dimensie [n] = ML "t en wordt uitgedrulct
e . -1 -1 _ . )

.2 of, in het c.g.s. stelsel, in g cm s = poilse (van

istoffen is n van de orde van milli Pa.s, veoor gassen van de

. . . , ) . . e o 4D
orde van tien micvo Pa.gy b.v. voor de Kr bij 25° en 1 bar is n = 25,38.10 Pa.s

(H. van den Berg).

Volgens vgl. (1.5¢) kan een kracht geschreven worden als een lmpuls

&

per eenheid van tijd. Met de wrijvingskracht F van (5.2) correspondeert dus e=n
transport van impuls dat lineair is in de gradiént.

neraliseerd worden voor een willekeurige stroming.

De cen 3x3 tensor waarvan de elementen worden gegeven

g
door de afgeleiden van de stroomsnelheidscomponenten VX, V en V_ naar de

X, Vv, z. Evencens komt met het guotient F/S van (5.2) (de normaal op S stazt . op I
B - 3

nu overeen een druktenscr P waarvan de diagonaal-elementen corresponderen met de

hydrostatische druk P, De emene vorm van de viscositeitswet luidt:

U is de eenheidstensor, rechts staat de gesymmetriseerde, spoorloze, gradien

Het

van laminaire stroming geldt allec.. bij lage stroomsnelheden. Worden
deze te groot

C
ng. LEel

getal van Reynolds:

ontetaan wervels in het stromende medium; men spreekt van

ning van beide regimes wordt verkregen in

waarin de buisy V de gemiddelde stroomsnelheid en p  de massa-

,_1..

dichtheid. Empivisch blijkt dat lam ire stroming optreedt voor R_ < 2100 en turbulente
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stroming voor Re > 4000. Tussen beide grenzen is het regime niet bij voorbaat
vast te stellen.

De viscositeitswet, met gegeven waarde voor n, heeft vele directe praktische
toepassingen. Een eenvoudig voorbeeld is de bepaling van het stroomsnelheidsprofiel

in een cilindervormige buis met straal R en lengte L (zie fig. 22).

Fig. 22 -parabolisch snelheidsprofiel

Pas, (5.2) toe op een cilindervormige vloeistof-(gas)laag met straal r.

F=-n(2rplL) (- %%) ) (5.5)

De gradiént is hier negatief omdat r + gekozen is t.o.v. de as van de buis en niet
t.o.v. de wand. De wrijvingskracht, I', is geliik envtegengesteld aan de uitwendige
kracht (schuifspanning) die de '"vlceistofcilinder" met straal r doorheen de om-

ringende vloeistof drijft: wrQAP, waarbij AP het drukverschil is over de buis. Dus,

met (5.5):
- nrQAP = n(2r r L) () . (5.6)
dr
of
-AP
= e 5.7
v = g rde (5.7)

waaruit na integratie volgt:

E]

R
V(R) - V(p) = - ggf.fr dr

met V(R) = 0 (géén slip aan de wand) geeft dit:

V(r) = %%E (R7-r?y . (5.8)
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Dit is een parabolisch snelheidsprofiel (zie fig. 22) met grootste snelheid in de

as, afnemend naar nul aan

Uit vgl. (5.8) volgt ook het volume dat I3 doorgestroomd per

tijd, het z.g. volumedebiet. Beschouw daartoe een vloeistofcilinder met infinitesi-
male dikte dr, dus inhoud 2nr dr. Deze legt per eenheid van tijd een lengte V af.

Dan is het volumedebier, met gebruik van (£.8)

R R i
f V{x)ory dr = - f 7 dp
I o

de bekende wet van PFolseuille voor laminaire stroming, die de vormt voor

e
n

Dit

de meting van de Ficiént m.b.v. de capillairviscosimeter.

ii. Warmtegeleiding.

Wanneer een systeem wordt verstoord door het aanbrengen van een temperatuur-
verschil tussen onderdelen van het systeem ontstaat transport van warmte van de hoge
naar de lage temperatuur. Op moleculaire schaal betekent warmtegeleiding het trans-
port van kinetische en, in verdichte systemen, ook van potentiéle energie. Beschouw
weer het eenvoudige geval van warmtegeleiding in &én richting, de x-codrdinaat, door

ntinue verandering van de temperatuur T in de

een buis met

x~richting kan een Lpuwatuurgradiént dT/dx gedefinieerd worden. De fenomenologische
wet voor het trausport van warmte per eenheid van tijd, dQ/dt, luidt dan:
éQ aT / *
== -~ A § =— (5.10)

[aN
ot
N
oy
[

v

Dit is de wet van Pourier voor de warmtegeleiding: Deze geeft een lineair verband

5

aan tussen het transport van warnte en de temperatuurgradiént. Noteer dat het trans-
port tegengesteld De warmtegeleidingscoéfficiént, &, heeft de

dimensie [A] = MLt 71 . Deze wordt uitgedrukt in de eenheid: wait,

-1 -1 - . -1 -1, -1 e O,
m K of, in het c.g.=z. stel . in erg.s “cm "K 7. Voor krypton bij 257C en 1 bar

¥

. o R N T
is A = 0,9492.10 Wm K {1. Snel).
Een algemene uitdrukking voor warmtegeleiding wordt verkregen door in (5.10)

. ..>‘ ]
de gradiént in x te door de vectorgradiént , VT, en het transport pepr

eenheid van tiid en eenheid van oppervlak door de warmtestroomdichtheidsvector q

cop o genoend. Deze vergelijking vormt het uwitgangspunt

FAN

-
q wordt ook de warmteil

~ninegen van warmteoverdracht.

voor praktische

[

e
bt
L

> .

Aiffusie houdt in een transport van massa tussen delen
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van het systeem. Het kan gemakkelijk geconstateerd worden bij het oplossen van een
component, b.v. kopersulfaat (blauw), in een andere component, b.v. water. Als er
een niet-evenwichtssituatie ontstaat, doordat concentratieverschillen optreden,
diffundeert de opgeloste stof van een gebied met hoge concentratie naar een met lage

0 0

concentratie: men spreekt van binaire diffusie. Men kan ook diffusie in een &&n-

component systeem waarnemen door een gedeelte van de moleculen radioactief te merken,
85 . g . .
b.v. Kr in natuurlijk krypton, of door gebruik te maken van het kernmagnetisme, de

z.g. spin-echo-methode, om de verplaatsing van de deeltjes te volgen. In dit geval

meet men de

. 3

in een buis met doorsnede S, waarbij in de

x-richting, concentratie, C, wordt verwezenliikt: dC/dx.

Als de massa van de diffunderende stof met - wordt aangeduid dan geldt voor het

massatransport per eenheid van tijd, dJ/dt, de fenomenologische wet:

dJg dcC B}
. = - DS 5.12)
dt D3 dx (5.12

Dit is de wet van Fick. Ook hier weer bestaat een lineair verband tussen het trans-—

port van massa en de concentratiegradiént, waarbij transport tegengesteld is aan de

¢ e e e s o . . . ‘ 2, -1 A
gradient. De diffusiecoéfficiént, D, heeft de dimensie [D] = th . De eenheid is dus
2 -1 . . ? - . . , .
n s of, in het c.g.s. sielse s 1. Voor krypton bij 25°C en 1 bar is de zelf-
. . s s ‘ e : 2 .
diffusiecoéfficiéent D = 5,806, m (J Michels).

De generalisatie van (5.12) impliceert het gebruik van een vectorgradiént

VC, en een massastroomdichtheids~vector ?:
j=-Dbve . (5.13)

Men noemt 7 ook de massafliuxvector.

.2. Botsingen op een vliak; gemiddelde spronglengte,

i

De theoretische bepekening van de in V.1. gedefinieerde transport-co&ffi-
ciénten, N, A, D, vormt ecen onderdeel van de niet-evenwichts statistische mechanica.
Zoals ult de fenomenologische wetten blijkt treedt nu de tijd op als variabele en
men mag verwachten dat ook de basisvergelijkingen, in het bijzender de snelheids-
distributiefunctie, tijdsafhankeliik worden in de niet-evenwichtstoestand. De een-

voudige "wrije weglengte theorie’ van transportverschijnselen die nu behandeld zal

(x

worden, gaat voorbij aan dit fundamentele probleem. Als uitgangspunt wordt aange-
nomen dat buiten evenwicht de maxwellvorm van de snelheidsverdeling geldig blijft

Het gas wordt veorgesteld als een verzameling van N deeltjes, allen met de gemiddelde
snelheid u (3.18) maar met een arbitraire verdeling van de snelheidsvector over de

ning van het transport geldt dan dat het molecuul

ot
IR
[

hoeken 6 en ¢. Yoor de ber

o~
(€%}
w
N
_—

iedere "sprong' tussen opeenvolgende botsingen de gemiddelde vrije-

aflegt.
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i. Het aantal botsingen op een vlak.

Het transport van bepaalde eigenschap (impuls, energie, massa) komt

=

B

tot stand door de beweging van de moleculen, die zelf dragers zijn van die eigenschap.
Er moet dus allereerst worden vastgesteld liceveel deeltjes per eenheid van tiijd

botsen op een gegeven vlak S. § kan onderdeel zijn van een vaste wand maar ook, zoals
verder zal blijken, een denkbeeldig viak in het gas zelf.

Beschouw een bepaalde richting ten opzichte van S,

\ gespecificeerd door de poolcodrdinaten O en ¢

/

{(fig. 23). Construeer in deze richting een scheef

‘“~«;(g/ ~ prisma met grondvlak § en hoogte u

ucos® / »

u de grootte van de gemiddelde snelheid

]

I

o . . . ca i e e
tjes die per eenheid van tijd in deze yichting

e met S zullen botsen moeten zich bevinden in dit

volume met inhoud: S u cosO. Het aantal deeltjes

hierin is dus: puScos®, waarbij

\ P

y o = N/V (5.14)
de deeltjesdichtheid voorstelt.
Van dit aantal zullen alleen de deeltjes botsen

. -
waarvan de snelheidsvector u de voorgeschre

° 3

richting heeft. Nu blijkt uit de snelheidsruimte,

21

getekend in fig. 24, dat de fractie moleculen met

- * . . o
U u in de richting tussen O en O + 4B en tussen

\ ¢ en ¢ + 4A¢ gegeven wordt door de verhouding van

het elementaire oppervlak u?sin@dfdsy tot het

2 -
oppervlak hmuc van de bol met straal u. Dus:

fractie (0,9) = %;~sin@d®d¢ . {(5,18)

Door wvan het totale aantal deeltijes in

= U botsingsvolume alleen deze fractie te nemen vepr-

krijgt men:

. . - 1 L e - .
aantal botsingen (0,¢)\ = o PU S sinBcosododd .
i
per eenheid van tijd (5.16)

o
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Tot slot geeft de integratie over alle richtingen het totale asantal botsingen op S

per eenheild van tijd:

. . T/2 27
botsingen op 5 = ﬁ? pu S | sinOcos0de f d¢
5 v 517
. .- o O wand (5.17)
2y eenheid van tijd
per J ,1 1/2 27
- T( [F RN

Volgens (3.18) is v = (8 kT/mm)~' %, zodat het aantal botsingen

Dit wverband is terug te vinden in de uitdrukkingen voor

ii. Gemiddelde spronglengle in een gegeven richting.

In het begin van deze par. is de aanname gemaakt dat het deeltie bhij

iedere sprong een afstand £, de gemiddelde vrije weglengte, aflegt. De richt: van de

sprong is echter volkomen arbitrair. De vraagt rijst nu welke afstand het deeltje ge-

middeld aflegt in een gegeven richting l op het vlak S wanneer gekeken wordt naar alle

sprongen uit S aan &&n kant van het vlak. In fig. 25 is gelllustreerd de bijdrage tot de
z (+ z)-richting vah een sprong ¢ onder een
hoek © aan de bovenkant van vlak S.
~. Nu is het aantal deeltjes dat per eenheid van
T tijd uit S naar boven springt in de vichting
/% (0,4) gelijk aan het aantal dat van onder op

icos® iy
S botst, mel dezelfde specificatiea Dit

o

door het totale aantal sprongen uit & per

» Y . .

i

' .

i aantal 1s berekend in (5.16). Deling ervan
ig

i

i

p eenheid van tijd, volgens vgl., (5.17), g

‘.i«f

0]
ot

&

(S
{ S . : c .
9 N de fractie deeltjes die in de richting (0,4

cen sprong maken per eenheid van

AN

sinBcos0dods .

}—TJ

enJ 3

iQ

el

o
RIS

Alleen de hoek 0 is hier van belang voor het te bepalen gemiddelde. Na integratie,

o

waarschijnlijkheid van een sprong in de richting (6 , © + d0) = 2 sinBcc (5.18)

ing L oo

[

Vermits de sprong &,onder een hoek 6,in de richting z een verplaat
bijdraagt verkrijgt mern de gemiddelde sprongl engte in de positieve z-richting door

2 cos 0 te middelen m.b.v. (5.18):

T ’,’2
gemiddelde spromglemgta? = | % cos 0.2 sinBcosBdO
s . . { © -
in de + z-richting ) E L /2
= 20.(~- = cos 0)]| (5.19)
- o
5
= e Q,« 0



V.3. Vrije-weglengte theorie van de transportverschijnselen.

In de vorige par. werd reeds vermeld dat een vrije- weglengte theorie uitgaat
van de veronderstelling dat ook buiten evenwicht de evenwichts-distributies geldig
blijven. De berekening van de transportcodfficiénten wordt uitgevoerd op basis wvan
een eenvoudig model. De deeltjes uit een referentievliak § verspringen met de ge-
middelde snelheid en komen terecht in twee buurvlakken, S+ en S, die zich op de
gemiddelde spronglengte, 2/3 &, bevinden aan weerszijden wvan S, respectievelijk in
de positieve~ en negatiecve x-richting. Het is bovendien essentiecel dat de deeltjes-

dichtheid p in ieder punt constant bliift zodat eenzelfde aantal deelt-es ook de

inverse sprong maakt uit S+ en S near S. Uit de gegeven ultdrukking (5.17) voor
het aantal botsingen per eenheid van tijd is het dan eenvoudig om het transport van

een bepaalde grootheid te berekenen

i. Viscositeit.

De fenomenologische wet van Newton (5.2) houdt in dat bij gegeven snel-

reidsgradiént een wrijvingskracht F optreedt die overeenkomt met een transport van

impuls per eenheid van tijd (zie 1.5¢). Dit transport treedt op in de richting van

le gradiént l op S nl. de x-as. Men kan zich een voorstelling maken van de wrijving

loor op te merken dat een deeltje uit een laag met stroomsnelheid V bij een sprong
1aar een snellere laag V + AV daarin een afremming veroorzaakt. Omgekeerd zal een
leeltje met V + AV in laag V een versnelling teweeg brengen. De chaotische molecu-
laire beweging verzet zich dus tegen het opgelegde macroscopische stromi ngspatroon
:n nivelleert snelheidsverschillen. Dit effect is van zuiver kinetische aard en
reroorzaakt visceuse wrijvingskrachten in het ideale gas, alhoewel er geen wissel-
terking is tussen de moleculen. In verdichte gassen en vloceistoffen moet bovendien
ok de inter-moleculaire potentiéle enevrgie in rekening worden gebracht.

Beschouw volgens fig. 26 de referentie-stroomlaag S met snelheid V en de

¥

‘stand 2/3 & langs de x-as, die L staat op S

wee // buurlagen S en 5, op .

2

saag S+ heeft een snelheid V + AV, laap S een snelheid V - AV. Vermits de snelheids-

rradiént dV/dx bedraagt geldt voor AV:

AV = 2/3 8 =

z Vs AV

e
/
SNURU: RO
3
. —
e _ Z i
e | - 2
P P o i - . S G .
Jﬂ/ : 'S,
y L




yor de uitwisseling, per tijdseenheid, van impuls tussen de 3 lagen kan men nu een
i1lans opmaken. Hierbij wordt uitgegaan van (5.17) die het aantal botsingen op S
seft per eenheid van tijd, 1/4% puS, dus ook het aantal deeltjes dat door S heen aan
s andere kant wegspringt. Als impuls van het deeltje hoeft alleen het product van

> massa, m, met de stroomsnelheid V in rekening te worden gebracht aangezien de
cinetische impuls'", m u, voor alle deeltjes gelijk is. Transport wordt + of - ge-
skend naarmate het in de + of - x-pichting plaatsvindt.

Impulstransport per eenheid van tijd (fig. 27).

. Uit S naar S+: 1/4 pu S. mV

. . dav .
. Uit S naar S:~1/# pu S. m (V + 2/2 & =)
+ /Hopu e b fet dxd

. Uit S naar S_:-1/4 pu 5. mV
dv

. Uit S_nasr S: 1/4 pu 8. m (v - 2/3 ¢ e
ieruit volgt:

etto impulstransport 3

. . . 1 . av A
er eenheid van tijd = %‘o mulf S oy (5.21)

n de x-richting J
et in (5.21) genoemde impulstransport representeert de wrijvingskracht F. Het

echterlid van (5.21) heeft dezelfde structuur als in de viscositeitswet (5.2). De

e viscositeitscoéfficiént:

(a8

dentificatie geeft voor

o ul (5.22)

“m ]

wie

_ 1 _—
n = 3 pmu £ =

. N ; . . 4
marin o = pm = v-m de massadichtheid voorstelt.

repvang 2 door zijn waarde uit (3.32)
mu (5.23)
3J§'ﬂ02

iieruit volgt, dat in een verdund gas de siscositeitscoéfficisnt niét afhangt van de

n =

jichtheid. Dit resultaat is tegengesteld aan de intuitieve verwachting dat bij gro-
tere dichtheid ook meer wrijving moet optreden. Het werd door Maxwell al voorspeld
nog voor meetresultaten bekend waren en later ook experimenteel bevestigd. De ver-
klaring is natuurlijk dat bij kleinere dichtheid wel minder sprongen optreden maar
dat de vrije weglengte ook proportioneel groter wordt, zodat het totale impulstrans-

port ongewijzigd blijft. Als het systeem echter 26 verdicht wordt, dat intermcleculaire

krachten een rol gaan spelen, zal vgl. 5.23) niet meer gelden. Deze krachten zullen

dan juist wél een dichtheidsafhankelijkheid van n veroorzaken.

£

Tn de noemer van (5.23) geeft no” de z.g. werkzame doorsnede (cross section)

e

aan voor impulstransport in het harde-bollen-model.

5.23) u in te vullen volgens (3.,18) krijgt men als resultaat voor n:
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Noteer dat n toeneemt met VT dit als gevolg van de grotere snelheid u.

Vergelijking (5.24) laat toe de moleculaire diameter ¢ te bepalen uit
metingen van n als functie van T. In feite zijn de meeste moleculen niet bolvormig
en de verkregen waarde voor ¢ moet geinterpreteerd worden als een gemiddelde voor
het sneldraaiende molecuul. Voor een accurate bepaling van o moet bovendien op
(5.24) een numerieke correctie worden aangebracht daar de vrije-weglengte-theorie
een sterk vereenvoudigde methode van berekening is. Opmerkelijk is wel, dat op de
numerieke faktor na, de structuur van de vgl. correct blijkt te zijn. Hierop wordt
nader ingegaan in par. V.4,

Moleculaire diameter ¢ berekend uit metingen van n bij 0°C.

in 10710 m
He 2,19 Kp 4,20 N 3,78
Ne 2,60 Xe 4,94 COy 4,64
Ar 3,66 H, 2,75 CH,, 4,19
ii. Warmtegeleiding.
In het linkerlid van de wet van Fourier (5.10), dQ/dt = - A S dT/dx,

staat het warmtetransport per eerheid van tijd door het vlak S. Voor het &&natomige
ideale gas kan het warmtetransport geldentificeerd worden met transport van
Kinetische energie. leder molecuul dat S passeert levert een bijdrage:

£ = é-mvz = 3/2 kT , (5.25)
waarbij de gemiddelde moleculaire energie £ is uitgedrukt in de equipartitiewaarde
(2.24).

Ten gevolge van de temperatuurgradiént in de x-richting l.op S zal €
langs de x-codrdinaat vari&ren. Men kan dus ook de temperatuurgradiént uitdrukken

in een gradi&nt van e. Uit (5.25) volgt algemeen: T = T(e), zodat:

dT

e
= 5.26
dx ( 26)

%

!Q)
!

€

Q2

Door gebruik te maken van de soortelijke warmte per eenheid van massa, bij constant
volume, o gedefinieerd als:

9B, 1 OE 3uU - _

(=) ), = (&) = C

= (& Rt = warmtecapaciteit) (5.27)
v ol v

c vin o (GFly T Gy

en met E = Ne volgt voor (5.26):

1
me
v

(5.28)

Dﬁi!l
w3
Q1Q
b
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Beschouw, als concreet geval, de warmtegeleiding in een buis gevuld met ideaal

gas (zie fig. 28). De temperatuurgradiént dT/dx wordt aangelegd langs de as van

de buis, gekozen als x-richting. Als in een referentie-doorsnede S de temperatuur T
is dan zal in de twee buurvlakken S en S+, links en rechts van S, op de afstand
van de gemiddelde spronglengte 2/3 £, de temperatuur respectievelijk bedragen:

T - AT en T + AT met:

AT = 2/3 ¢ a;{_ . (5.29)
TYAT Tix)
T
T-AT t
l// : :
! 5 ;
! 2 |
i H i 4
yd Y pd T T
£-AE € E+AE .
3
2
L e
A A ‘ Z S S S
S S S, - +
2/n} 2 . N
e /a! o el - Fig. 28 Fig. 29

Hiermee correspondeert volgens (5.28) een gemiddelde moleculaire energie £ in het
vlak S eveneens e - Ag en £ + Ae in de vlakken S_ en S+, waarbij geldt:
de

- de 20"
Ae 2/3 % = (5.30.

Rekening houdend met het gemiddelde aantal sprongen per eenheid van tijd (5.17)
kan een balans gemaakt worden van het energie transport per eenheid van tijd tussen
de drie vlakken.

Energie transport per eenheid van tijd (fig. 29)

1. uit S naar S+: 1/4 pu S. ¢ _
- de

it S s - ¢ S, (g - /3 _—

2. uit , haar S 1/4 pu (e + 2/3 % dx)

3. uit naar S : -1/4 pu S. &

S
. - _ - de
4. uit S naar S: 1/4 pu S. (e = 2/3 2 a;)

Hieruit volgt:

netto energie (warmte) transport } Lougs %% ) (5.31"

per eenheid van tijd in de

x-richting
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Door gebruik te maken van (5.28) word® dit:

490 1 e 9T o
ar C T o3 emut e, s g v (5.32)

Uit de identificatie met de wet van Fourier (5.10) volgt de warmtegeleidingscodfficiéni

_ 1 1 .
A= 3 pmul Cv =3 pmuQ c, (5.33)

Noteer de grote analogie met de viscositeitscoé&fficiént (5.22). In feite geldt dat:

Ao c, - (5.34%)

In zoverre <, constant is, hetgeen het geval is voor het ideale gas, zal het gedrag
van A hetzelfde zijn als dat van n nl. geen dichtheidsafhankelijkheid en een pro-
portionaliteit met VT. De exacte berekening (zie V.4.) wijst uit dat in het rechter-

1id van (5.34) een factor 2,5 ontbreekt. Uit (5.34) volgt na substitutie van (5.24)

de eindformule voor A:

2 <
SR sy (5.35)
T
iii. Diffusie.
Volgens de wet van Fick (5.11), dJ/dt = - D sdC/dx, moet berekend worden

de totale massa van een gegeven component die per eenheid van tijd diffundeert door
het vlak S. Merk op dat in dit geval, op moleculaire schaal, de getransporteerde
grootheid voor ieder deeltje constant is nl. de massa m. Ten gevolge echter van de
concentratiegradiént in de x-richting lﬁop S, dC/dx, zal de deeltjesdichtheid p
langs de x-codrdinaat variéren, Vermits de concentratie gedefinieerd is als de massa

per eenheid van volume, C = pm, geldt voor de deeltjesdichtheid-gradiént:
il (5.36)

Bij de viscositeit en warmtegeleiding was de deeltjesdichtheid constant maar
varieerde de impuls resp. de energie per deeltje in afhankelijkheid van de plaats.
Beschouw ook hier weer de(zelf)diffi ‘e van een verdund gas in een buis
waarbij langs de x-as een concentratiegradiént dC/dx wordt ingesteld voor de diffun-
derende component (zie fig. 30). In viak S is de concentratie gegeven als C zodat in
de vlakken S en S.» gekozen op afstand 2/3 ¢ links en rechts van §, de concentraties

bedragen C - AC en C + AC, met

AC = 2/3 0 g;% ) (5.37)

Als de deeltjesgradi®nt wordt ingevoerd volgens (5.36) dan is p de deeltjesdichtheid
van de beschouwde component in vlak S en p - Ap of p + Ap respectievelijk in S_ en S+.

Hierbij geldt:
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- dp : .
Ao = 2/3 % i (5.38)
|
ceac_ C%
Y
§
]
i
1
i
i
1 B X
2. L L L 2 Z. ‘; L L 4 s -
p-Bp P p+lp 3 1

! =
! 8 )

. | L

l %

S,_ 2/ S S+ 5_ S S+
2 .
e 3l e /1 o Fig. 30 Fig. 31

De balans voor het massatransport tussen de drie vlakken luidt als volgt:

Massatransport per eenheid van tijd (fig. 381)

1. uit S naar S : 1/ pu S.m
3 T + /- E]Q.
2, uit S+ naar S: 1/4 (p + 2/3 % dx) uS.m
3. uit S naar S _: - 1/4 pu S.m
4, uit S_ naar S: /4 (p - 2/3 2 ==) uS.m

Zodat:

netto massatransport 1
per eenheid van tijd in de = -z oulSm 3= . (5.39)
x~-richting '

Gebruikmakend van (5.36) geldt ook:

daJ dc

1
=— = - = ufS = (5.
T 5 WS 3% (5.40)
De vergelijking met de wet van Fick levert voor de diffusiecoéfficiént de relatie:
D= é-uﬁ . (5.41)

De substitutie van u en & door hun waarde uit (3.18) en (3.32) geeft de diffusie-

coéfficiént vgl.

_ 1.2 1 -
D—-é-q‘;"“‘r;". "'5.9-3“ 5 zp s (3.742)

D hangt dus wel af van de massadichtheid 0y Bij constante tempervatuur geldt dat:
G D = constant. (5.43)

Deze wet wordt experimenteel bevestigd over een vrij groot dichtheids(druk)gebied.
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V.4. Een vergelijking met de chapman-enskog-transportcoéfficiénten.

Uit de voorgaande par. is gebleken dat de vrije-weglengte-theorie van
transportverschijnselen gebaseerd is op een zeer eenvoudig model van het systeem
uit evenwicht. Nochthans hebben de voor het ideale gas berekende transportco&ffi-
ciénten de correcte vorm, al zal het geen verwondering wekken dat de numerieke
factoren slechts grove benaderingen zijn.

De fundamentele theorie van niet-evenwichts-eigenschappen gaat uit van
de transportvergeliijking van Boltzmann (1872). Deze beschriift expliciet de tijdsaf-
hankelijkheid van de snelheidsdistributie, f(;,g,t), voor het systeem uit evenwicht

in de vorm van een integro-differentiaalvergelijking:

of > af 1,z ofy _
_é-"E + (V . -—;—) ‘1"1:[-1- (F . ':;' = J(ff) . (5‘4’4’)
or oV

Het is in wezen een opsomming van de verschillende contributies tot de tijdsaf-

hankelijkheid, %%,

in het linker 1id brengen tot uiting dat f varieert in de tiid, respectievelijk

van de functie f. De "stromingstermen'", d.w.z. de 2e en 3e term
omdat de deeltjes zich verplaatsen met snelheid v o= % en omdat de snelheid zelf
verandert met de tiid, v :'?/m, door de werking van een externe kracht. De botsings-
term in het rechter 1id is een integraalvorm die hier niet expliciet wordt gegeven
en die in rekening brengt de bijdragen tot 3f/3t van binaire botsingen tussen de.
deeltjes van het systeem.

Onafhankelijk van elkaar,zijn Chapman (1916) en Enskog (1917) er in
geslaagd een oplossing te verkrijgen van de boltzmannvergelijking (5.44) voor het
geval van het verdunde gas. De kennis van de tijdsafhankelijke snelheidsdistributie
laat dan toce de fluxen van de getransporteerde grootheden, t.w. impuls, energie en
massa, te berekenen dus het linker lid van de gegeneraliseerde transportvergelijk-
ingen (5.3), (5.11) en (5.13).

De corresponderende chapman-enskog-transportcoéfficiénten worden hier op-

gesomd: _ 5 \/%ka
"TTE T T (2,0)¢
o

32 " 2 (2,0% © % (5.45)

jes]
N
AN
-
-
-
R
A
©

De functies Q* zijn z.g. gereduceerde botsingsintegralen die correcties aanbrengen
op de werkzame doorsnede ten gevolge van intermoleculaire wisselwerking. Voor harde
bollen geldt dat © = 1. De chapman-enskoguitdrukkingen (5.45) kunnen beschouwd
worden als exact in de limiet van lage dichtheden. Een vergelijking met de

vrije-weglengte uidrukkingen (5.24), (5.35) en (5.42) leert dat alleen de numerieke
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factoren verschillen; dat is ook te zien in onderstaande tabel.

Numerieke factoren van de transportcoéfficidnten

Chapman-Enskog vrije weglengte C-E/v.w.
5 - [ 2 - AEEs A TN

n Ig = 0,3125 5= 0,0120 1,4726. .
25 , 2 PR, .

A 35 " 0,78125 Erdh 0,2122 3,6815..
3 = 0 % 2 - 1

D '8_ - ~..1,37\)O ?;_’-T- - \.,45?1'/‘.'2 1,767 -

e correctiefactor ongeveer 1,5: voor de warmte-

Voor de viscositeit en de diffusie is d

geleiding is de discrepantie veel groter nl. een factor 3,7.

Noteer tenslotte dat voor het verband tussen n en A voor &énatomige

ideale gassen nu een gecorrigeerde vorm van (5.34) kan worden gevonden door toe-

passing van (5.45):
A
—— = 2,5,
ncy

(5.u6)

Deze dimensieloze coéfficiént wordt de euckenfactor genoemd. Voor meeratomige

gassen wordt een andere waarde voor deze factor gevonden.



VI. QUANTUMSTATISTIEKEN.

VI.1. Symmetrie van golffuncties.

In par. IV.2 is reeds aangegeven dat bij de beschrijving van de deeltjes-
toestand door middel van een golffunctie ¥(q) alleen de grootheid IW]Q een directe
fysische betekenis heeft. De implicatie hiervan is, dat de deeltijes niet meer onder-
scheidbaar zijn en ook, dat de golffuncties in twee symmetrie-klassen kunnen inge-
deeld worden. Dit wordt toegelicht aan de hand van een voorbeeld nl. con systeem met
slechts twee deeltjes, @ en b, die zich kunnen bevinden in twee niet-ontaarde quantum-
toestanden, aangegeven met index 1 en 2,

De toestand van het systeem wordt beschreven door het product van de golf-

functies van beide onafhankelijke deeltjes, zo b.v.:

WI = wl(a)wz(b> . (6.1)

Maar een permutatie van beide deeltjes over de twee toestanden levert eveneens een

aanvaardbare oplossing.

Yo = Wl(b)wz(a) . (6.2)

De functies WI en WII zijn lineair onafhankelijk. Algemeen kan de golffunctie, ¥, van

het systeem dan geschreven worden als een lineaire combinatie van beide oplossingen:

Y= AYL 4 BY. ., (6.3)

waarbij slechts twee combinaties lineair onafhankelijk kunnen zijn. De vraag is nu

welke combinaties lW!Q invariant laten bij een permutatie van deeltjes. Immers, de waar-
schijnlijkheid van de 2-deeltjes configuratie mag niet beInvloced worden door een
permutatie van de deeltjes. Uit (6.3) volgt:

2 2 X
} | + Re{AB(¥ Y

]W I'II

2 2 2 *
— £ |
= A lwI, + B ]WII + wIIwI)} . (6.4)

Bij permutatie van de deeltjes transformeert, volgens (6.1) en
(6.2), WI naar WII en WIT naar WI. Bij deze operatie blijft }WIQ in (6.4) ongewijzigd
als voldaan wordt aan de conditie

2 2
AT = BT . (6.5)

De permutatie kan derhalve niet fysisch worden waargenomen hetgeen betekent dat de
deeltjes niet onderscheidbaar zijn. Vgl. (6.5) laat nog twee oplossingen toe. Als ook

rekening wordt gehouden met de normeringsvoorwaarde:

) b
Al + B = 1, (6.6)

volpt dat de alpemene golffunctie (6.3) leidt tot twee mogeliijkheden, W+ en ¥ ,
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gegeven door:

Yy ¥ (a)W (b) * (b)W (a) . (6.7)

/‘ _/"l

¥, is de symmetrische golffunctie. Bij permu*tatie blijft v, onveranderd en uiteraard

geldt dit ook voor [W+!2.

¥_ is de antisymmetrische golffunctie. Bij permutatie gaat Y. over in -¥_, maar !W-‘Q
blijft onveranderd.
Uitdrukking (6.7) laat zich gemakkelijk generaliseren voor een systeem van

N-deeltjes. De symmetrl,che golffunctie kan geschreven worden als:

= (6.8)
+
rﬂ B P
waarbij P aangeeft alle permutaties van de N-deeltjes over de toegestane gquantumtoe-
standen. De antisymmetrische golffunctie luidt
1
y_ o= Z (-)F Yo s (6.9)
/Nl
zodat bij iedere permutatie het teken wisselt. Deze uitdrukking kan ook geschreven

worden met een determinant, die bekend staat als de determinant van Slater:

y_ o= 2 |vi(a) ¥i(b) ... ¥ (N) (6.10)
/AT | !
* i
(@) ¥y (B) a.ee...
¥ (a) ... ¥ _(N)
s S
Deze determinant heeft de eigenschap nul te worden, lDl = 0, als twee rijen gelijk

zijn hetgeen gebeurt als twee toestanden, b.v. (1) en (2), identiek zijn. Dit
impliceert dat niet meer dan één deeltje, met antisymmetrische golffunctie, per

quantumtoestand is toegestaan. Men herkent hierin het welbekende verbod van Pauli.

Bovengenoemde symmetrie-eigenschappen vormen de basis voor de onwikkeling
van quantumstatistieken. Men onderscheidt twee gevallen.
i. Deeltjes met een symmetrische golffunctie worden bosonen genoemd. Bij de telling
van het aantal microtoestanden moeten bosonen als niet onderscheidbare deeltjes
behandeld worden, maar er worden geen beperkingen opgelegd aan het aantal bosonen
per quantumtoestand, dus per cel in de u-ruimte. De ervaring leert dat quanta van
velden zich gedragen als bosonen b.v. fotonen, fononen, mesonen en ook atomen met
een even aantal kerndeeltjes zoals Het (2 protonen, 2 neutronen). De quantumsta-

tistische behandeling van bosonen heet statistiek van Bose-Einstein.
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ii. Deeltjes met een antisymmetrische golffunctie worden fermionen genocemd. Ook
fermionen moeten bij aftelling van toestanden als niet onderscheidbaar beschouwd wor-
den echter met de beperking dat slechts 0 of 1 deeltje per quantumtoestand is toege-
staan (pauliverbod). Veelal zijn de elementaire deeltjes fermionen. Zo b.v.: elec-
tronen, protonen, neutronen maar ook atomen met een oneven aantal kerndeeltjes b.v.

He3 (2 protonen, 1 neutron). De statistiek van fermionen staat bekend als de statistiek

van Fermi-Dirac.

VI.2. Het aantal microtoestanden.

Bij de berekening van het aantal microtoestanden @, die corresponderen met
een gegeven distributie, kan nu niet meer gebruik gemaakt worden van de p-cel als af-
teleenheid zoals dat in de klassieke boltzmanntelling van par. II.3 het geval was.
Immers,de p-cel Aw is inmiddels geildentificeerd met n’ (zie 4.29) en het aantal deel-
tjes n in é&n dergelijke quantumtoestand is uiterst gering, voor fermionen zelfs
0 of 1. Voor de klassieke boltzmannstatistiek was die moeilijkheid er niet want Aw
was onbepaald en kon altijd verondersteld worden voldoende groot te zijn opdat de

permutatietechniek en de stirlingformule op grote getallen n konden toegepast worden.

Men gebruikt daarom als basiseenheid het energieniveau €5 waarin verenigd

zijn alle toestanden die een zelfde numerieke waarde van de deeltjesenergie heb-

ben. Dit aantal, 0, wordt ontaardingsgraad van € genoemd. Het aantal deeltjes in

het niveau €s wordt aangegeven met n, . In het beeld van de u-ruimte kan men zich voor-

stellen dat Wy cellen met. dezelfde
w; cellen in energie €, nu verenigd zijn tot &én
7 757 ,///////’ niveau 1i: niveau. Er volgt uit dat de
o | VA A . &
T /34452;1//64 energie €., boltzmannverdeling (2.56) met deze
62/;’ bezetting n.. nieuwe notatie geschreven kan wor-
G 1
77, den als:
oA
%// Fig. 32
v
—>q N -ei/kT —ei/kT
n, = s w.e , met Z = § w, e . (6.11)

i Bose-einsteintelling

Beschouw een gegeven distributie van bosonen over de energieniveaus , gekarak-
teriseerd door de distributiegetallen:

Nys Nys o eee Ty ovee s met de bijcondities (2.28)

(6.12)

De sommaties lopen nu over de niveaus , i, in plaats van over de individuele toestan-
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den, m. In het niveau i van fig. 33 zitten dus n. deeltjes, verdeeld over de . be-
i
schikbare toestanden (cellen) zonder dat beperkingen worden opgelegd aan het aantal

bosonen per cel.

égr‘\._/c o\_/n\_j\_/oooo\_/o n, deeltjes

1 Wy cellen geen beperkingen.

e, energie
Fig. 33

In fig. 33 is &&n bepaalde configuratie van het niveau i getekend als een rif
cellen en deeltjes waarbij de deeltjes behoren in de voorafgaande cel. Het aantal mo-
gelijke configuraties laat zich nu berekenen door eerst alle elementen van de rij,
dus cellen en deeltjes, te permuteren, met dien verstande dat cel 1 aan het begin van
de rij vast blijft. Dit resultaat moet gedeeld worden door alle permutaties die te
veel geteld werden nl.permutaties van cellen onderling en ook permutaties van deelties
onderling, vermits deze niet onderscheidbaar zijn. Iedere configuratie van niveau i
laat zich op zijn beurt combineren met de configuraties van alle andere niveaus , zo-
dat het totale aantal microtoestanden verkregen wordt als een product over alle i's.
In woorden uitgedrukt:

(cellen + deeltjes - 1% ce1)!
(cellen - 1¢ cel)!(deeltjes)!

Q=1
i
Of ook, gebruilk makend van de eerder gedefinieerde symbolen, geldt vocor het aantal

microtoestanden van een bosonendistributie:

(wi + o0y -1)!
R ==y - (6.13)
i i R T

Toepassing van de stirlingformule (2.31) geeft

1nQ = Z[(w.+n.—l)ln(w.+n.—l) ~w. -n. +1 - (w.~-DIn(w.-1) 4+w. -1 - n.ln11.+n.]
i iti i1 i i i i i i i i

Bii verwaarlozing van 1 t.c.v. w, en n,:

mi+ni mi+ni .
Infl = £in. 1n + w. 1ln . (6.14)
P n. i w

ii Fermi-diractelling

De distributie (6.12) voor het gas van fermionen is onderhevig aan de voor-

waarde dat alleen 0 of 1 deeltje per cel is toegestaan.
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" \_0_/\__/ \__J/ \\—U/\-—-/\!_/\_/\z/ | {ni dealties

w, cellen 0 of 1 deeltje per cel

Fig. 34

In fig. 34 is een bepaalde configuratie van niveau 1 aangegeven als een rij van
elementen behorend tot twee soorten: volle en lege cellen. Het probleem van de toe-
gestane configuraties is welbekend: permuteer alle cellen vol of leeg en deel res-
pectievelijk door de permutaties van alle lege en alle vollo cellen (niet onder-
scheidbare deeltjes)}. Combineer daarna de configuraties in alle niveaus.

(volle en lege cellen)!

= (lege cellen)t(volle cellen)!

i

Het aantal microtoestanden voor een fermionendistributie 1is dus:

Wt
i
= (6.15
o= (w. - n.J)! n, b2 : )
i i i i
waarbij geldt dat n S W,
Door toepassing van de stirlingapproximatie volgt dat
inQ = Z[w.lnw. - w.~(w.-n.)In(w.-n,) + w, - n, - n.lnn, + n.]
P i i i i i i i i i i i
of ook:
W, m we 1
inQ = Z[n.anéw—- + w.ln———— . (6.16)
A . iTw. o, |
i i SE

De twee uitdrukkingen vocr 1n§, resp. (6.14) voor B-E- statistiek en (6.16) voor de F-D-
statistiek, zijn duidelijk verschillend en dit onderscheid reflecteert de invloed van
de golffunctiesymmetrie op het aantal microtoestanden. Nochtans naderen beide verge-

1ijkingen tot elkaar bij voldoend hoge temperatuur. De totale energle van het systeem

is dan toereikend om ook de hogere energieniveaus te bevolken zodat de deeltjestoe-
standen effectief over de gehele u-ruimte verspreid worden, Het gevolg is dat de be-
zetting van een gegeven niveau klein zal zijn t.o.v. de ontaardingsfactor d.w.z. het

aantal beschikbare cellen:

n., << uw, . (6.17)

Als hieraan voldaan wordt, geldt voor de 2° term in het rechterlid van (6.14)

w5+ni
B~-E Dow.ln———— = 0
i W,
i
en voor de 2e term in het rechterlid van (6.16)
Yy
F-D Dow, Ine——— = 0
i w.-n

i1
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In beide gevallen wordt de eerste term in het rechterlid gelijk aan niln(w./n,),

17
Men concludeert dat de hoge temperatuuriimiet voor de B-E— en F-D—statistiek de-
zelfde is en gegeven wordt door:

w.
. 1
In®? = ¥ n.ln— . 3
n 5 nl nn. (6.18)

Er wordt nu ook bewezen dat dit tevens Je limiet is voor de gecorrigeerde bollzmann-
telling.

iii boltzmanntelling

a) klassieke telling met onderscheidbare deeltjes

De aftel-eenheid is thans het energieniveau met waarde £ in plaats van de in

par. II.3 gebruikte p-cel Aw. De aftelling gebeurt als volgt: permuteer alle deel-
tjes (onderscheidbaar) en deel door de permutaties binnen de niveaus. Bedenk
echter wel dat het energieniveau €, nog wi—voudig ontaard is, zodat elk van de

ng deeltjes nog op w, wijzen kan zitten binnen €, Dus

(totale aantal deeltjes)!

§2 - : T T : p
M(aantal deeltjes in niveau i)! “
1 +a. o) Jes 1 3 S 1
o (ontaardingsgraad van niveau j)(aanLaL deeltjes in niveau 1),
zodat volgt: *
N! o
Q= o Il w, >
Mo, L % (6.19)
;104
en dus
!
In® = NlnN + T nilng— . (6.20)
i i

Vergelijk dit resultaat met de vroeger verkregen vgl. (2.32) d.m.v. de p-cel telling.
Het is duidelijk dat de eindresultaten, voor wat betreft de evenwichtsdistributie en
de bijbehorende Qmax’ dezelfde dienen te zijn onafhankelijk van de gebruikte reken-
methode.

b) gecorrigeerde telling met niet onderscheidbare deeltjes

De correctie op de klassieke boltzmanntelling aangebracht in (4.37), komt neer op het

achteraf delen van § door N!. Uit (5.19) volgt dan:

= In.! 9 9y > (6.21)
. oit i
i
dus
.
InQ = = n.lnn.+ & n., + £ n.lnw., = & n.(ln— + 1) . (6.22)
3 1 1 : 1 : 1 1 i 1 ni

Een vergelijking hiervan met de hoge temperatuurlimiet (6.18) voor de quantumstatis-
tieken wijst uit dat de gecorrigeerde boltzmanntelling eveneens tot deze limiet nadert

als:
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w.
ln"% >> 1 of 1n n, << 1n W, - (6.23)

i
Dit is een veel strengere conditie dan (6.17) maar, zoals in par. VI.3 zal blijken,
wordt er voor vrijwel alle stoffen reeds aan voldaan bij temperaturen die overeenkomen
met het kookpunt, d.w.z. de benedengrens van de gastoestand. Daarentegen wordt (6.20)
niet gelijk aan (6.18) vanwege de constante term N1lnN. De rechtvaardiging van de ge-
corrigeerde boltzmanntelling = en alle daaruit afgeleide betrekkingen ligt dus in de
met de quantumstatistieken gemeenschappelijke hoge temperatuur limiet. Uit fysisch
standpunt bekeken kan men zich voorstellen dat bij hoge temperatuur de verdunning van
punten in de p-ruimte zodanig is dat per toestand toch nooit meer dan 0 of 1 deeltje

voorkomt zodat de onderlinge verschillen tussen de diverse aftellingen wegvallen.

VI.3. De distributiefuncties.

Uit de betrekkingen voor 1nQ, t.w. (6.14) B-E, (6.16) F-D, (6.20) B, (6.22) B
gecorr., kunnen de corresponderende evenwichtsdistributiefuncties worden afgeleid
door gebruik te maken van de methode die in par. II.4 werd beschreven. Na differen-
tiatie van 1nf) en ook van de 2 bijcondities (6.12) en toepassing van de methode van
Lagrange ontstaat de vergelijking:

§1nf + @« X én, + B L €.6n, = 0 , (6.24)
5 i ; 101

waaruit de distributies volgen.

i Bose-einsteindistributie

Uit (6.14)
wi+ni ni ni wi
§inf = L ¢én,iln + - =+
. 1 n. w.+tn, n. w.+n,
1 1 1 1 1 i 1
w.+tn,
. 1
= ¥ 6n, 1In
. 1 .
1 1

Door toepassing van (6.24)

W,
L dn.|ln S+ ot Be.| = 0 ,
. 1 n 1

i i

waaruit

W, ~0 —pE.
1 8 3



De B-E—distributie over de energieniveaus i luidt dus:

~a -Be.
n, = mi/(e e - 1) .

ii Fermi-diracdistributie

Uit (6.16)

u ©, "0, n, o, W,
SIn® = £ Sn.l|ln - = - — +
i n. . n .

i

e 1

= ¢ én, lvn"'l
R i n.
i i

Op grond van (6.24):

Y170y
L dn.{in + o + Be.| =0,
. i n, i
i i

waaruit

=

; o -Be;
- - 1= e e
n.

1

De F-D—distributie heeft de gedaante:

-a -Be,

n, = wj/(e e *

1 + 1) .

iii boltzmanndistributie

a) klassiek. Uit (6.20)

S1nf

1 .
= Z 68n, ln;—-, vermits I Gni =0
i i i

Met (6.24)
W,
b3 dn.[in—i + o + 66.] =0
. 1L n. i
i i
en

o Bei
n, = w.e
i i

®

76 .

(6.26)

(6.27)
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Dit is weer de boltzmannverdeling (2.56) maar nu geschreven als distributie over de

[IY
-y

energieniveaus. Deze vorm werd reeds vermeld in (5.11) op grond van de daar ingevoer-—

de niveau-notatie. Noteer dat de manier van aftellen hel oindresultaat niet beinvioodt.

b) gecorrigeerd. Uit (6.22)

l . n,
; 1 . .
In@ = I én,|ln— - — |, vermits &£ &n, = 0.

. il 7'n n. . i

i L i id i
Zoals hierboven:

o Be
n, = w.,e e .

[¢]

De boltzmannverdeling , ook in de gecorrigeerde versie, blijft ongewijzigd alhcewel de

twee respectieve uitdrukkingen voor 1nfi verschillend ziin.

Aan de hand van de drie distributies (6.25), (6.26) en (6.27) kunnen enkele
conclusies getrokken worden. De beide guantumdistributies (6.25) en (6.26) worden aan
elkaar gelijk als:

-o -Be.

e e o>, (6.28)

Ze worden dan ook identiek met de klassieke boltzmanndistributie (6.27). In deze 1i-
miet geldt dat:

-a -Be W
e e = . (6.29)

K

zodat conditie (6.28) neerkomt op

W,

n, << w, of — >> 1
1 1 n.
b

d.w.z. dezelfde voorwaarde als (6.17) voor het gelijk worden van de vgl. voor 1nQ.

Op grond van (6.28) en (6.29) kan een afschatting worden gemaakt van de tem-
peratuur waarbij de quantumstatistieken overgaan in de boltzmannstatistiek. In vgl.
(6.29) is de factor exp(»BEi) = exp(+ei/kT} van de orde 1 voor vrijwel alle niveaus
die daadwerkelijk bijdragen tot de toestandssom en daarmede tot de eigenschappen van
het gas. Men kan

ich daarvan overtuigen door in fig. 20 de reciproke waarde van de

te nemen, die voor het daar besproken voorbeeld van H,-gas bij

integrand exp(~aki

. eo o 48 .
300 K varieert van 1 tot ca 10 bij Kx.io = 3. Men kan dus voor een schatting van

de orde van grootte stellen dat volgens (6.29):

=

i -
— e B
. (
i

Vermits op grond van de eerste bijconditie nog s eeds geldt dat volgens (2.38),
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e® = N/Z, volgt ook dat:

W .
1

e Oy

ne -
i

=

(6.31)

Dpor invulling van de toestandssom voor translatie volgens (4.36) en gebruikmaking
van de toestandsvergeliiking krijgt men de relatie:

Z

“i Ztr_ 2wmkT,3/2 V _ 2mnkT3/2 kT
n. -~ N 2 N T 2 P ®

i h h

of ook:
0. _5/2 3/2
777 %)

e, 2 M 820 . (6.32)
n, — P

4 nayr

Met deze formule (molaire massa M in kg) zijn in onderstaande tabel enkele
waarden berekend bij het kookpunt (P 1 bar) van een aantal gassen d.w.z. biij de

ondergrens van de gastoestand.

Verhouding, per niveau, van het aantal beschikbare toestanden tot het aantal deeltjes

bij 1 bar
T ©i/My
He 4,2 X 7.5
H, 20,3 K 1,4 10
Ne 27,2 K 9,1 103
Ar 87,4 K 4,7 109
electront| 300 K 0,5

#* gtpikt genomen is deze toepassing niet gerechtvaardigd.

De conclusie hieruit is dat in feite alleen voor de gassen He en H, quantumstatistiek
hoeft te worden toegepast. Voor de zwaardere gassen wordt aan de conditie, wi;/n; >> 1,
voor geldigheid van de boltzmannstatistiek voldaan. Noteer ook dat volgens (6.32)
quantumeffecten vooral te verwachten zijn voor deeltjes met kleine massa, bij zeer
lage temperaturen en ook bij hoge drukken. Het geval van helium, Heq, dat zich ge-
draagt als een systeem van bosonen heeft een uitzonderlijk grote betekenis gekregen.
T de vlceistoffase vertoont helium bij afkoeling tot 2,19 K een merkwaardige fase-
overgang, de z.g. lambda-overgang, die gepaard gaat met het verschijnsel van super-
fluiditeit. Men ziet hierin een directe manifestatie van de quantummechanische symme-
trie-eigenschappen van bosonen, bekend als bose-einsteincondensatie (zie college Z2e-
ronde S.M.).

Fen laatste opmerking betreft de lagrangeparameter 8 in de distributiefuncties
(6.25), (6.26) en (8.27). In de boltzmannvorm (6.27) geldt uiteraard de eerder verkre-
gen identificatie (2.55) : B = -1/kT. Vermits de quantumdistributies overgaan in de
kiassieke limiet bij hogere temperatuur zal ook in de B-E—(6.25) en F-D—(6.26) dis~

tributies moeten gelden dat § = -1/kT. Men kan zich hiervan ook rechtstreeks overtui-



gen door B te identificeren met de integrerende factor van de entropie zoals eerder

werd aangegeven in par. IV.l.

VI.4. Ontaarde gassen.

Dit zij

i

systemen van deeltjes waarvan de eigenschappen in belangrijke mate

bepaald worden deor de quantumsymmetrie , waardoor grote afwijkingen van het klassieke

gas optreden.

i Het electronengas

De electronen in de geleidingsband van metalen of halfgeleiders vormen een

«

systeem van vrijwel onafhankelijke fermionen. Voor de studie van het electrigsche gelei-
dingsvermogen is de distributiefunctie van groot belang. Het quotient (ni/wi)FwD
geeft @an het aantal electronen in niveau i per quantumtoestand dus ook de waarschijn-
lijkheid dat een willekeurige toestand in niveau i bezet is door een electron.

Het gedrag van de functie (ni/wi) kan op zeer directe wijze beschreven

F-D
worden door in (6.26) de dimensieloze lagrangeparameter o te schrijven als a = e_/kT,

waarbiij:

€p = okT (6.33)

de fermi-energie definieert. De F-D—distributie (6.26) wordt dan:

n

(ei~aF)/kT
= 1/le + 1] . (6.34)

°l
RN

Bekijk deze distributie bij lage temperatuur in de limiet van T - 0 K. Er zijn nu twee
mogelijkheden voor het beschouwde energieniveau €,

1. Als geldt dat e, < Ep is het verschil (ei-aF) in (6.34) negatief. De term

exp[}ai~sF)/kT} -+ 0 als T = 0 zodat ni/wi = 1.

2. Als geldt dat e, > ¢ is het verschil (eiveF) in (6.34) positief en

_ ¥
{(e.~€ )/kﬁ] + ® als T + 0. Zodoende is n./w. = 0.
. 1 F 11

exp

Men concludeert hieruit dat €r de rol speelt van een afsnij-energie: alle toe-
standen beneden het ferminiveau , e < Ep> zijn gevu'd met één deeltje, alle toestanden
boven het ferminiveau , e, > Eps zijn leeg. Met andere woorden, als T - 0, zitten alle
laagste energieniveaus. Deze situatie is getekend in fig. 35.

0]

fermionen in d

In het algemeen zal wvoor temperaturen, kT << ers de afwijking van de 0 K distributie

klein zijn en is het gas ontaard. Bij hoge temperaturen echter, als kT >> €rs gaat de
distributic over in de klassiecke boltzmannlimiet on is het gas niet ontaard. In

ti

5 manifesteert zich deze overgang door een afronding van de distributie wanneer

e
[10]
[on}

@

electronen met energie in het bereik & kT beneden e over kunnen gaan naar het bereik

F
& kT boven €pe
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De fermi-energie speelt een grote rol in de studie van metalen en halfgelei-

ders.

ii Het fotonengas ; de stralingswet van Planck

Bij electro-magnetische straling wordt de energie overgedragen door de quan-
ten van de straling, de fotonen, ieder met energie hv, waarbij v de frequentie is van
de electro-magnetische golf.

V Reeds aan het einde van de vorige eeuw werd experimenteel vastgesteld, dat in

een holle "stralingsruimte" (fig. 36) een evenwicht bestaat tussen de aanwezige stra-

/// //r // ling en de vaste wanden als deze op constante
///// [////;/// //// // temperatuur T worden gehouden. Dit is de

“ o

wet van Kirchhoff die stelt dat de verhouding

/j;// van de stralingsemissie-sterkte tot de absorp-

F\

tiefactor van de wand een constante is die al-

N

:;? ’//// leen afhangt van T. Het stralingsevenwicht
{; . //i/ wordt gekenmerkt door een stralingsdichtheid-
/ C/Cj é}’ //i /;’ distributie Uv(T) die aangeeft de hoeveelheid
T < stralingsenergie met frequentie v per eenheid van
Fig. 26

frequentie-interval en per eenheid van volume.
Men kan deze spectrale distributie experimenteel onderzoeken door spectroscopische
metingen te verrichten aan de straling die ontsnapt uit een klein gaatje in de wand

van de stralingsruimte bij temperatuur T. Men noemt dit zwarte straling, geproduceerd

door een zwart lichaam. De reden is dat het gaatije fungeert als een perfect absorbe-

rende "zwarte wand! voor een uitwendige straal die naar binnen treedt omdat deze, na
herhaalde reflecties en absorpties, vrijwel kansloos is weer te ontsnappen.

Het zoeken naar een theoretische uitdrukking voor UV(T) stond bekend als het
probleem van de stralingswet, en heeft in 1900 geleid tot de quantumhypothese van

Planck.
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Uit statistisch oogpunt kan het stralingsveld beschreven worden als een sys-—
teem van fotonen, zonder interacties, dat zich gedraagt als een bosonen-gas in de
evenwichtstoestand. De energie-distributie wordt dan gegeven door de B-E—distributie

(6.25) met:

ei = hvi . (6.35)

Nu is het echter zd dat hier niet de conditie kan gesteld worden dat het totale aan-
tal deeltjes N (fotonen) constant moet zijn, want fotonen worden vrijeliik geabsor-
beerd of ge-emitteerd door de wand zodat het totaal niet behouden is. Dit betekent
dat de 1° bijconditie (6.12) vervalt en dat in vgl. (6.25) gesteld wordt dat o = 0
voor het fotonen gas:

hvi/kT
n, = w./(e - - 1) . (6.35)
1 1

Voor de bepaling van de ontaardingsfactor We s beschouwen we een kubusvormige stralings-

ruimte met ribbe L. Uit de theorie van het electromagnetisme is bekend dat de amplitudo
van de golf aan de wand nul moet zijn. Dus alleen trillingen die '"passen' in de kubus

zijn toegestaan: dit zijn de z.g. normaaltrilling-modes. Een trilling die zich voort-

plant in de richting die gespecificeerd is door de richtingcosinussen cosa, cosB en
cosy, zal passen in de kubus als de projectie van de 3 ribben L op deze richting een

geheel aantal keren de halve golflengte \/2 bedraagt.

Lcosa = n1A/2 5 LcosB = nQA/Q H Lecosy = n3A/2 . (6.37)

De golfvector van de beschouwde trilling is gedefinieerd als:

= 21 > ) _2m 27 . _ 2w
k = N .1 met kx = X—cosu, k X—cosB, kz = X—cosv,
enk/”':ki+k _— (6.38)
De conditie (6.37) kan dan geschreven worden als:
Tyl 2 2 2 i
k = E\/nl + o0, + g met n. ., Ny, Dy = 1, 2, 3, ... (6.39)

In fig. 37 is een 2-dimensionale "k-ruimte'" getekend waarin de toegestane golfvectoren
door punten zijn aangegeven. Men berekent hieruit het aantal toegestane trillingen,
w'(k)dk, met golfvectormodulus tussen k en k+dk, door het aantal punten te tellen in
een bol-octant-schil met bolstraal k en dikte dk. Dit kan gelijk gesteld worden aan

de volume-inhoud van deze schil gedeeld door het eenheidsvolume (W/L)S, aangezien

k >» 7/L (b.v. voor A = 1 umen L = 0,01 m is.k/%-% 104):

5 2
W' (K)dk = = i[k—«é-dk = Y—%dk , (6.40)

(7v/1) 27
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met V = LJ, het volume. Hieruit volgt, met gebruikmaking van Av = c (de lichtsnelheid)

en van de definitie (6.38) voor k, de veriangde grootheid w(v):

BﬂVvQ
w(v)dv = ~—~§—dv . (6.41)
c

Hierbij is nog vermenigvuldigd met een factor 2 omdat de electromagnetische trilling
transversaal is en dus 2 conafhankelijke polarisatierichtingen heeft.

De ontaarding w(v) is hier verkregen als een continue functie van v, dus ook
van de energie € = hv. Substitueer in vgl. (6.36) die eveneens als continue functie

wordt geschreven:

P

. 8nvv~
n(v)dv = T hv kT dv . (6.42)
c (e ~-1)

Door te vermenigvuldigen met de energie per deeltje, hv, en te delen door V krijgt

men de energiedichtheidsverdeling, per eenheid van frequentie-interval:

3
8mhv
U == =g - . (6.43)
v Cu(env/kf_l)

Dit is de bercemde stralingswet van Planck.

Bij lage frequenties, hv/kT << 1, neemt Uv kwadratisch toe met v (toon dit aan m.b.v.
een reeksontwikkeling), gaat dan door een maximum en neemt asymptotisch af naar O
voor v » «, In fig. 38 is de energiedichtheid Uv voor drie verschillende temperaturen

getekend als functie van de frequentie.
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De totale energiedichtheid van het fotonengas U dit is het oppervlak

tot?
onder een curve in fig. 38, kan uit (6.43) verkregen worden door integratie over

alle frequenties. Stel x = hv/kT. Dan volgt:

v3 dv _ 8mh kT
hv/kT . ~ 3 h
-1 c

_ . _ 8mh ¢
Utot - dvdv T3 f
c 0

s
“f Eax . (6.44)
X
0 e -1

O Sy 8

e
De integraal wordt berekend m.b.v. de I'-functie:

xS 1 Tq
——;{-:'Id}s = T{y) & ;—LT = I-g- . (6.45)

O 8

o]

Het eindresultaat is

5 4
1 - — -
U= oT met o = —§ﬂ—5§ = 7,5657 1070 g a3, (6.46)

15¢h

de wet van Stefan die tot uitdrukking brengt dat de stralingsenergie-dichtheid toe-

neemt met de 4e macht van de temperatuur. Hieruit is ook de emissiesterkte van een
zwart oppervlak te berekenen. Algemeen geldt volgens (5.17) voor het aantal deeltjes
dat per eenheid van tijd botst op een oppervlak S, of uittreedt uit dit oppervliak,

1/u4puS. Voor fotonen speelt de energiedichtheid U de rol van de deeltjesdichtheid

tot
p, terwiijl de snelheid u vervangen dient to worden door ¢, Dan geldt voor de
emissicnterhte 1, dow.n, de hooveolheid encrgie die per eenheid van tijd door de

i



84,

eenheid van oppervlak wordt uitgestraald:

1 1 i - )
= e |1 ey - ¢
Em m Ltotc m oT ¢ o T (6.47)
met:
! = %_ e = 5,6703 1078 wm™ %t . (6.48)

De constante o' speelt een grote rol bij berekeningen van stralingscorrecties in
cryogene apparatuur,
Tenslotte nog een opmerking over het feit dat met het fotonengas een druk kan

worden geassocieerd bekend als de stralingsdruk. Men kan zich hiervan een voorstel-

ling maken door in te zien dat bij reflectie van een lichtstraal op een spiegelende
wand impulsoverdracht van de fotonen plaats vindt die resulteert in een druk op de
spiegel. Een berekening van dit effect gaat uit van de entropie, S = klnQ, waarin

de uitdrukkingen voor 1inf (6.14) en de B-E—distributie (6.25) worden gesubstitueerd.
Hieruit volgt dan ook de vrije energie I en de druk als P = - (SF/aV)T. Dit wordt

als cefening gelaten. Het volgende eenvoudige argument leidt tot hetzelfde resultaat.
Uit de studie van o.a. het fotoelectrisch effect is berekend dat aan het foton een
impuls hv/c moet toegekend worden. De redenering die leidde tot vgl. (2.20) voor de
druk van het ideale gas leid*t voor het fotonengas tot de relatie:

hvy 1
=5F . (6.49)

e}
<
it
ol
™
o]
0

1

Noteer het verschil van een factor 2 met het ideale gas. Of ook, met (6.46) voor de

T . U - BV
energiedichtheid, rot E/V
5. 4 U
1 o8k T 1 b .
P = §Utot = 33 =3 oT . (6.50)

Deze druk is verwaarloosbaar bij gewone temperatuur. Op het oppervlak van een hete
ster, met T = 3.10Lé K, is P = 200 N/m2 = 0,002 bar. Bij een atoombom-explosie wordt
een temperatuur van ongeveer 105 K bereikt en een stralingsdruk van ca 0,2 bar.

Voor thermonucleaire fusie is een temperatuur van mi. -*ens 10’ K vereist en dit zou

. 7
betekenen een stralingsdruk van 10 bar.
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JII. MEER~ATOMIGE MOLECULEN.

JI1.1. Algemene opmerkingen.

Tot dusver zijn alleen de vrijheidsgraden (v.g.) van translatie ter sprake
sekomen. Bij de behandeling van meeratomige moleculen zullen ook de vrijheidsgraden
van rotatie en vibratie een rol spelen. Daartoe kan het model gebruikt worden dat in
>ar. 1.2 reeds kort werd beschreven. Ieder atoom van het molecuul wordt opgevat als
sen puntmassa met 3 v.g. Als het molecuul is opgebouwd uit n atomen zijn er dus in
totaal 3n = s v.g. Voor de beschrijving van de translatie van het zwaartepunt van
tet molecuul, met totale massa iglmi’ zijn 3 v.g. nodig: x, y en z. Verder zijn 3

7.g. vereist om de meest algemene rotatie vast te leggen. Dit zijn de bekende euler-

10eken: 8, ¢ en Y, waarmee geassocieerd zijn de 3 hoofdtraagheidsmomenten A, B en C,
In het speciale geval van een lineair (b.v. twee-atomig) molecuul zijn er slechts

> rotatie-v.g.: # en ¢; er geldt dan dat A = B = I en C = 0. De overige 3n - 5 v.g.
lalgemeen 3n - 6 v.g.) zijn nodig voor de beschrijving van interne vibraties van de
atomen binnen het molecuul als gevolg van de sterke chemische bindingskrachten. De
codrdinaat van iedere trilling wordt aangegeven met r, en hiermee is geassocieerd

le gereduceerde massa M

De hamiltonizan van het molecuul kan nu algemeen geschreven worden als een

som van 3 termen:
H(q,p) = H_ (x,y,2) + H_ _ (8,6,9) + H . (r.) (7.1)

waarbij iedere bijdrage slechts afhangt van de gespecificeerde codrdinaten, resp. van
transiatie, rotatie en vibratie. Hierbij is aangenomen dat de invloed van vibraties
op de traagheidsmomenten verwaarloosd kan worden. Een voorbeeld van (7.1) werd reeds
serder gegeven in vgl. (1.28) voor het geval van het twee-atomige molecuul.

Wat zijn de gevolgen van (7.1) voor de in vorige hoofdstukken afgeleide be-
trekkingen?

In de plaats van de 6-dimensionale u-ruimte, die in par. II.1 werd ingevoerd
voor puntmassa‘s, komt nu een 2s-dimensionale ruimte nl. opgespannen door s gegenera-
ligeerde codrdinaten en s geconjugeerde impulsen, waarbij s = 3n. In deze ruimte zal

een toestand Aw geidentificeerd worden met

Aw = h° (7.2)

d.w.z. de generalisatie van vgl. (4.29).
De aftelprocedures voor de berekening van Q blijven ongewijzigd. Men kan zich er ook
van overtuigen dat de identificatie van de multiplicator B = -1/kT (2.55) ongewij-

eBH(qu)

zigd biijft. Immers de boltzmannfactor zal bij gebruik van (7.1) factori-

seren.

( o :
eBH\q,p) = e e YOL o Vib (7.3)
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Aangezien het in de berekening van (2.48) alleen gaat om de translatie-
:nergie, die later met de equipartitiewaarde wordt vergeleken, zullen de extra
actoren exP(BHrot) en exp(BHVib) zowel in de teller als in de noemer tegen elkaar
vegvallen,

De klassieke toestandssom, die in (2.44) werd gedefinieerd uit de eerste

»>ijconditie, heeft thans de algemene vorm:
1 ~H /KT )
z==[[e (@GR)/AT 4 ap (7.4)
h pe=3

qaarbij gebruik is gemaakt van (7.2) en (2.55). De quanteuse vormen (2.58) of
(6.11) blijven ongewijzigd,
~am/ki —ei/kT

a) 7 =1 e 5 b) Z =3 w.e , (7.5)
i 1

net dien verstande dat ook de discrete energiewaarden €s of e additief zijn samen-
gesteld uit bijdragen voor translatie, rotatie en vibratie,

Een belangrijk gevolg van (7.3) is dat de toestandssom factoriseert tot
sen product van toestandssommen resp. van translatie, rotatie en vibratie.

: 4 Z a} - L3 3
& 7tr r0t7V1b (7.8)

Hierin is:

(pe,pd)( ,pw))/kT

- 1 rot .
2ot~ (2of 3) JI] e dpgdpg (dpy) (7.7
en
-H .. (r..p Y/kT
1 vib i ry
7 - 1
“vib T [3n=5 of 3n-6 [ e dridpri > (7.8)

Ztr werd eerder gegeven in (4.30). Z en ZV. zullen nu berekend worden.

rot ib
Merk nog op, tot besluit, dat de algemene uitdrukkingen voor 3 (4.14) of
(4.39), F (4.43) of (u.44) en E (4.51) ongewijzigd blijven maar dat voor Z vgl.

(7.6) moet worden ingevuld.

VII.?. De toestandssom van rotatie en van vibratie.

i Rotatie-toestandssom: 2
Ot

Beschouw ecerst de rotatie van een lineair molecuul. De betreffende hamil-

toniaan van rotatie werd reeds berekend in par 1.3 aan de hand van het voorbeeld

van het twee-atomige molecuul nl. de tweede term in vgl. (1.28):

1 2 102
L .9
4 5 p¢) (7.9)

sin 6

I

‘rot Ef(pe
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joor invullen in (7.7) wordt de klassieke toestandssom van rotatie verkregen:

2 1 25 4
1 40 400 T on ‘(Pe + "“""“‘PQ ¢)/¢IkT

z =~ [ [ [ [ e sin’® dp,dp,dods - (7.10)
oh* - - 820 $=0 ¢

lierin is o een z.g. symmetriefactor die er voor zorgt dat alleen onderscheidbare toe-

standen worden meegerekend. Voor hetero-nucleaire moleculen, d.w.z. m # m_ in het
- L
=m is o = 2.
1 2’ —

De betekenis van ¢ is in te zien in fig. 39.

\altermodel van par. [.3, is o = 1. Voor homo-nucleaire moleculen, m

— T Voor m, 7 m, worden alle microtoestanden van
<::;2»__ rotatie doorlopen als ¢ = 0 tot 2m en 6 = O
o tot mw. Echter, als m, = M kan 8 slechts

lopen van 0 tot w/2. Immers, aangezien m, en

m. gelijk zijn, krijgt men voor waarden tus-

—— 2

Fig. 30 sen 7/2 en T weer dezelfde toestanden terug
z17] het met verwisselde m, en m,. Als de
integratielimieten 0 en m voor 6 worden aan-

| gehouden, moet in net geval van homo-nucle-

B aire moleculen door 2 gedeeld worden.

| Vergelijking (2.10) factoriseert tot:

+ —pg/QIkT 2m W e
VAN 5 f e dPe f dé f ( j e
cgh - 0 o) -0
S~ J’\/'/

—pi/(QIkTsinze)
dp¢)d6 . (7.11)

J

V2orIKT o7 /2rIKT sinb
- J

™
V2nIkT [sinedse

0

;\/-/

2

waarbij weer standaardintegraal (2.51) is toegepast.

De klassieke toestandssom van rotatie luidt dus:

- ,
Z - B IKT (7.12)
halons £

oh

De gequantiseerde vorm van Zrot gaat uit van (7.5b) waarin worden ingevuld
de energie-eigenwaarden van de starre rotator, verkregen uit de oplossing van de

schrdédingervgl. voor de rotator (zie college Quantummechanica)

e. = _ﬁLmﬁ(j+1) (7.13)

gn I
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:n de bijbehorende ontaardingsfactor:

w. = 23+1 met § = 0,1,2,...

<

jet algemene symbool i voor de niveau-notatie is hier, voor het geval van rotatie-
1iveaus , vervangen door j.

De quanteuse toestandssom van rotatie wordt dus gegeven door:

~h2'('+l)
RWQIkT

(25+1)e (7.1u)

Zrot
0

H. ~ R

Je separatie tussen successieve termen wordt bepaald door de karakteristieke

rotatietemperatuur:

2
e (7.15)
) 8r Ik
7gl. (7.14) kan geschreven worden als
-QSP/T —eer/T
Z = 1 + 3e + 5e + o . {(7.16)

rot

deze som moet termsgewijze gesommeerd worden. In analogie met de Ztr kan men proberen
je som door cen integraal te vervangen. Dit is toegestaan als het verschil tussen

peenvolgende termen gering is dus als T >> er,

Enkele waarden van 6., uitgedrukt in K.

H2 HC1 N2 O2 12

84,971 |14,9u6 | 2,847 | 2,059 | 0,053y

Stel dan dat J(j+1) = y, dus dy = (23+1)A] ,

dan wordt (7.14):

o  -y@ /T
. _ 1 Yo
rot ‘gf e dy
© (7.17)
= Lo (- 1o e—vel“/T LT
A7 6, o Aj 6., )
Dus, omdat Aj = 1, geldt weer:
2
87 IkT
f? - - - ;_
2ot 5 (7.18)
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De hoge temperatuurlimiet van (7.14) is gelijk aan de klassieke Zrot

voor hetero-nucleaire moleculen met o = 1. Voor homo-nucleaire moleculen is (7.18)

een factor 1/2 fout. De oorzaak moet gezocht worden in de symmetrie-eigenschappen

van de golffunctie. De golffunctie van het homo-nucleaire molecuul bestaat uit een
product van bijdragen die corresponderen met de verschillende termen in de hamil-
toniaan (7.1) waaraan hier zijn toegevoegd de interne bijdragen van de electronen
en eventueel van de kernspin.

¥y = v ¥ b k4

ty rot ‘vib “el Wk,spin (7.19)

Bekijk de symmetrie van ¥ als het molecuul 180° draait, hetgeen overeenkomt met
een permutatie van de 2 kernen,

wtr hangt alleen af van de codrdinaten van het zwaartepunt en is dus
invariant voor rotaties. Bij draaiing behoudt Wtr zijn teken en is dus symmetrisch
in de permutatie van de kernen.

¥ als oplossing van de schrddingervgl. voor de rotator, wordt uitge-

rot?
drukt in z.g. bolfuncties. Hierin komt de hoek 8 voor in de geassocieerde legendre-
- m 3 < .
polynomen P.(cos6): het argument cosf heeft een oneven macht voor oneven j en een
J
even macht voor even j. Dit betekent dat ¥ynot van teken wisselt bij een draaiing over

een hoek m voor oneven j: de functie is antisymmetrisch. Yoor even j is Wrot

symmetrisch bij draaiing over de hoek 7.
wv‘b hangt af van de interatomaire afstanden, is invariant voor rotatie
B
en dus eveneasns symmetrisch,

WeW’ de electrongolffunctie, is in de grondtcestand symmetrisch voor
beide atomen (zie b.v. het Q-probleem) en blijft symmetrisch bij de permutatie ervan.
Wk,spin zal voorlopig verwaarloosd worden d.w.z. neem aan dat er geen
kernspin aanwezig is.
Uiteindelijk bepaalt dus de rotatiegolffunctie het symmetriekarakter
van Y.
Het gevolg is dat voor een homo-nucleair molecuul met 2 fermionkernen de

eis (zie par. VI.1) van een antisymmetrische ¥ m.b.t. de permutatie van de 2 kernen

resulteert in een ert die alleen de sommatie over de oneven waarden van j mag
o)
bevatten.
i -j(3+1)e_/T
g2hEIS. o 7 (23+1) e T (7.20)
rot b
771,3,5..

Eveneens zal het homo-nucleaire molecuul met 2 bosonkernen een Zro* hebben waarin

alleen over even j gesommeerd is:
-3(3+1)8 /T

S Symm. E (2541) e . (7.21)

£ -
rot



Bij hoge temperatuur T >> er zullen beide vgl.

loog aan (7.17) zijn te schrijven met Aj = 2

-3

resultaat (7.18) opleveren.

(homon.)
rot

2
_ 81w IkT
- 3
2h2

en dit 1s weer in ov

culen (7.12).

ereenstemming met de klassieke Z

De afleliding van de algemene uitdrukking voor Z

(7

de helft van het eerder verkregen

cuul met 3 v.g. van rota

wordt bepaald door de positie van de hcofd-assen, 01, 02,

nul) t.o.v. het ruimteliike a

9]
193]

van de 3 eulerhoeken 6, ¢ en y (zie fig. 40).

Z

i

ot
tie wordt kort aangegeven. De orientatie van het molecuul

De geconjugeerde impulsen

30 .

.20) en (7.21), die ana-

t voor homo-nucleaire mole-

voor een willekeurig mole-

03, (traagheidsproducten

enstelsel Ox, Oy, Oz. Dit geschiedt door specificatie

zijn

P

:'t)e) ,.(b

Fig. 40

en . De berekening van de rotatiehamiltoniaan leidt tot:
Pw g
- 2
_ 1 l . cosy ] 1 [ n ]
H - - - . — -
ot Sn [ PgSinv sinG(p¢ prOSS) + 5B pecosw + 1n8(p¢ pbcose)
\pw . (7.22)

A, B, C zijn de hoofd-traagheidsmomenten.

wordt de substitutie gemaakt:

ro= sim - = y -
- = pysiny :1n9(p¢ p¢cose) R
n = p.cosy + §i§£{ -p, cosb)
b T PgtOsY T T Py TRy >
¢ = pw *

Dan wordt (7.22)
Ho o=’y =in? o 7
rot = 2A° 2B ocT

terwiil dpqdp'mnb transformeert in d&dndg/Jd. De jacobiaan
t [ )

Voor de evaluatie van de integralen in (7.7),

(7.23)

J wordt gegeven door:



_ 9(g,n,z) _ |-cosy siny 1
I e sy S | st sie V| 7 Siwe
9 p@ :P(bspw 31N s1ine Sin
0 0 1

s invullen van (7.23) in (7.7) kunnen de irtegralen berekend worden en verkrijgt men:

1/2 2 3/2 1/2
T 8rkT) ABC
g = (8m kT) *~(ABC) (7.24)

aarin 0 een symmetriefactor is die aangeeft het aantal niet onderscheidbare configu-
aties als 0 < 6 < w, 0 < ¢ < 2w, 0 < Y < 2w.

ii. Toestandssom van vibratie: Zvib

Het eenvoudigste voorbeeld van een inter-atomaire trilling is die van het
wee-atomige molecuul waarin de twee atomen zich ten opzichte van elkaar verplaatsen
et dien verstande dat de positie van het zwaartepunt en de orientatie van het molecuul
ngewijzigd blijven.

Fen dergelijke trilling laat zich goed beschrijven met het model van de

armonische oscillator (H.0.). Dit houdt in dat de chemische binding tussen beide

‘tomen, voor kleine uitwijkingen, benaderd wordt door een elastische kracht

)

e

P oz=k r .2
T 3 L P

|82}

(

4

marin r de uitwiiking uit de evenwichtsconfiguratie is en k_ de elastische- of veer-

onstanre. De hamiltoniaan van de H.0. (zie werkcollege) luidt:

2 L2 2 ,
H = pr/2u e (7.26)

lierin is de eerste term de kinetische bijdrage met u = mlmz/(m1+mv), de gereduceerde
assa, en de tweede term geeft de potentiele energie aan van de elastische kracht. De

\armonische trilling wordt gekenmerkt door een trillingsfrequentie v:

(7.27)
I
w = 2Ty = E»Il (7.28)

Joor (7.26) toe te passen in (7.8) verkrijgt men de klassieke toestandssom van vibratie

(n = 2):

r. (7.29)

+oo =pl/UukT -2 2
. Y f JHe T /2kT a

17
vib h T

I
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e grenzen voor de 2e integraal zijn onrealistisch maar wel toelaatbaar omdat voor
rote r de integraal toch verwaarloosbaar klein is. Toepassing van standaardintegraal

2.51) geeft:

kT
Zgib = Ty (7.30)

e oplossing van de schrddingervgl. voor de H.O. (college Q.M.) geeft de welbekende

rergie-eigenwaarden
e = {(n+3)hv n = 0,1,2,... . (7.31)

et algemene symbool voor de guantumtoestand, m, is hier vervangen door n. Door de

ubstitutie van vgl. (7.5a) verkrijgt men de guanteuse toestandssom van vibratie:

7 - e—hv/QkT 5

-nhv/kT
Vib n €

: (7.32)

e eerste factor is de bijdrage van de energie, zhv, die correspondeert met n = 0 (7.31).
it is de z.g. nulpuntsenergie van de H.0., de grondtoestand, waarin de H.O. zich

evindt bij het absolute nulpunt. De tweede factor in het rechterlid van (7.32) stelt

e som voor van een meetkundige rij met reden y = exp(-hv/kT). Deze som heeft de

aarde 1/(1-y), zodat

e—hv/QkT
Z ., T e e (7.33)
vib - ‘
i 1 - e hv/kT
ok hier kan men een karakteristieke vibratietemperatuur evib definiéren:
hv
T e 7 .34
evib T (7.3%)

vor twee-atomige moleculen liggen de waarden van ev. vrij hoog.

ib

Enkele waarden van ev.

ib uitgedrukt in K.

H2 HC1 N2 02

6100 Lino 3340 2230
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Dit betekent dat bij gewone temperaturen de klassieke limiet nooit bereikt wordt en
dat alleen de quanteuse vorm (7.32) van toepassing is. Laat zien dat wanneer T >> 8 .

vi
(7.33) overgaat in de klassieke vorm (7.30).

VII.3. Normaaltrillingen

Het uitgangspunt voor de berekening van de thermodynamische eigenschappen is

de relatie (7.6):

De substitutie hierin van th en Zrot levert geen verdere moeiliijkheden op. Wat beireft

Zvib is tot dusver alleen het geval van één enkele vibratie v.g. in het twee-atomige
molecuul (par. VII.2.) ter sprake gekcmen. De vraag is nu hoe de veel meer gecompli-

ceerde vibraties van het meeratomige molecuul behandeld kunnen worden.

Beschouw het molecuul in een toestand van evenwicht en stel dat de atomen uit
deze evenwichtspositie kleine verplaatsingen maken die aangeduid worden met de gegene-
raliseerde codrdinaten: ql...qj...qs. Bij deze verplaatsingen zullen de chemische bin-
dingskrachten tussen de atomen arbeid verrichten zodat de potentiele energie een functie

is van de q. vV = V(qi), Ontwikkel V in een Taylorreeks naar qj:

2
9
( V

L (z=—5)q.q,_+ ... . (7.35)
K quaqk 77k

UCHIERAES: (-g%—)qj v 13
] 3 3
V05 de evenwichtsenergie, is een constante die geen rol speelt bij de berekening van de
eigenschappen van het molecuul. Hij wordt opgeteld bij het O-niveau van V en verder
weggelaten. De lineaire term is nul op grond van de evenwichtsconditie, zodat voor

(7.35) geldt, als hogere termen worden verwaarloosd:

v V=315 z . (7.38
o
net 5
38 ‘g , (7.37)
K qj Qk

de coefficienten-matrix.

De kinetische energie van de beweging luidt:

T=32% m.q? . (7.38)

De conclusie is dat in de totale energie de kinetische bijdrage optreedt als een som

van kwadraten, de potentiele energieterm echter als een bilineaire vorm:



9y,

m.q% ; 2v = ZIIb

2T = I o Qs
3373 7 K 3kt %

(7.39)

In de matrixalgebra wordt nu algemeen bewezen dat beide uitdrukkingen gelijktijdig
kunnen worden getransformeerd tot een som van kwadraten door invoering van normaal-
codrdinaten: r.. Dit zijn lineaire combinaties van de 9 zodanig dat (7.39) over-
gaat in:

OT = Ly, ro 3 2V =73 A vl . (7.40)
i 1 1 3 1 1

De transformatie staat bekend als orthogonale of hoofdas transformatie. Hierin zijn

de coéfficiénten My gereduceerde massa's, terwijl de coéfficiénten Ai de eigenwaar-

len zijn van de karakteristieke vergelijking:

IA8.. - b

ik jkI =0 . (7.41)

Sjk is de kroneckerdelta. De relatie tussen de qj's en de ri's luidt:

qy = % ay; Ty (7.42)

vaarin de matrix aji gevormd wordt door de eigenvectoren van (7.41).
Het essentiéle punt in deze analyse is dat het complexe patrcoon van vibraties

<an worden vervangen door een stelsel van (3n - 5 of 3n - 6) onafhankelijke harmonische

>scillatoren, de z.g. normaaltrillingen. De hamiltoniaan van dit stelsel: Hvib =T+ V,
is volgens (7.40):
3n-5 of 3n-6
“ 2 1 2.2
Hoip & .F (b, /2u; + 5 mgwirid) (7.43)
1=1 1
vaarbij naar analogie met (7.26) de coéfficiénten Ai zijn uitgedrukt in de
‘requenties We
>‘i
w, = == . (7.44)
My

len moet zich voorstellen dat bij een normaaltrilling alle atomen gelijktijdig in
‘ase bewegen, zij het in verschillende richtingen. De berekening van dit trillings-
atroon is ingewikkeld en vereist voor de meer complexe moleculen toepassing van de
iroepentheorie. Het geval van CO2 en HQO is schematiscu weergegeven in fig. 41. Het
1wlecuul COQ, met n = 3, is lineair en heeft dus 3n-5 = 4 vibratie v.g. De berekening
'olgens bovenvermelde methode leert dat bij de normaaltrillingen twee O atomen be-
regen volgens de lijn van de bindingskrachten: dit zijn z.g. valentietrillingen v

1

MV, De twee andere frequenties vy en v, zijn gelijk en corresponderen met be-

regingen uit de lengte-as van het molecuul in twee vlakkenll op elkaar: dit ziijn

g, deformatietriliingen. Het molecuul HQO is niet lineair en heeft 3n-6 = 3

wormaaltrillingen die allen van het deformatietype zijn.



symmetrisch asymuetrisch
O gzl O»<o—m0O-->
. -1 - -
vy = 1337 cm vy = 2349 cm ! vy = 3652 cm !

valentié-trilling

v, = 1592 cm“l

+ - +
3 v3=u4=667 cm_] v

deformatie-trilling i

Vq = 3756 cm
Fig. 41

Een uitgewerkte analyse van de vibratiebeweging is van belang voor de
spectroscopische studie van het molecuul maar niet voor de statistische berekeningen.
Men hoeft hierbij immers alleen rekening te houden met de hamiltoniaan (7.43) die
tot uiting brengt dat het molecuul beschreven kan worden als een systeem van onaf-
hankelijke H.O.'s. De enige karakteristieke grootheid die optreedt in de toestands-
som van vibratie, hetzij (7.30) of (7.33), is de trillingsfrequentie v = w/2mw, die

rechtstreeks uit spectroscopische metingen bepaald wordt.

VII.4. Thermodynamische eigenschappen van meeratomige moleculen.

Op grond van de algemene relatie Z = Z_ 7 Z .. (7.6) kan men drie soorten
tr rot vib

bijdragen verwachten.

i. Translatie.

Wat betreft de 3 translatievrijheidsgraden gedraagt het meeratomige

molecuul zich als een puntmassa geconcentreerd in het zwaartepunt van het molecuul.

De deshetreffende factor in (7.6) is volgens (4.30):
v . (7.45)

De thermodynamische functies voor de translatie v.g. blijven ongewijzigd: STP(HSMO),

Ftr (4.45), P (4.46). In het bijzonder is de energie (4.51) voor translatie weer:

;0o g
E,_ = NKT® = = NK’ (7.
o o > NKT (7.46)

de translatie-equipartitie waarde. Hieruit volgt de soortelijke warmte van translatie:

ob
—oy R ) tr. 3 .
~3%1)w = %‘NK ; per mol cvr = §-R . (7.47)

tr.

c = (
v (
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ii. Rotatie.

Het lineaire molecuul heeft 2 vrijheidsgraden van rotatie. De bijdrage in

(7.6) is - in de klassieke limiet - de toestandssom van rotatie (7.12), die m.b.v.

de karakteristieke rotatie-temperatuur (7.15) kan geschreven worden als:

2
. _ gr’IKT T . o= b (7.48)
ot T T G s met 0,7 : -
ne oh r T oenr’Ix
De energie van rotatie bedraagt dan:
in 2 3 1n 7
eV er? P T - (7.49)
rot ST

Hiermede is de equipartitie van rotatie v.g. bewezen: iedere v.g. van rotatie

draagt per molecuul %—kT bij tot de energie. Men verifieert gemakkelijk dat dit

ook geldt voor het algemene geval van een niet-lineair molecuul. Door (7.24) te

gebruiken volgt dan dat:

n.lin

E L = g-NkT , (7.50)

voor 3 v.g. van rotatie. De klassieke soortelijke warmte van rotatie luidt dus:

. rot _

rot 3 Erot i lin. molec.: Nk ;per mol Cy = R )

L’V - (mﬁ_>\/r = rot . (7.51)
) niet-lin. molec.: 3/2 Nkjper mol <y = 3/2 R

Deze klassieke resultaten zijn alleen geldig als T>>®r zoals in par. VII.2. reeds
aangestipt werd. Voor lage temperatuur moet CV berekend worden uit de quanteuse
rotatie-toestandssom (7.14). Zo geldt voor het geval van de starre rotator (lin.

molec.) door toepassing van (4.51):

o -3(3+1)e /T
In | T (23+1) e ]} . (7.52)

Li=o

!@

S ' 2
ret _ 93 [NKT?

Y AT

[e%)

T

o » P ®
Deze reeks moet termsgewijs gesommeerd worden. Het resultaat voor &én mol 1s weerge-

geven in fig. 42, Men ziet duidelijk dat bij lage temperatuur de rotatie "ingevroren"
rot

v waarde voor het lineaire molecuul.

is. Bij hoge temp., T>>8 ., geldt de klassieke c




Tenslotte nog een uitdrukking voor de klassieke rotatie-entropie van het
lineaire molecuul. Substitutie van Zrot (7.12) en (7.49) in (4.14) geeft:
BWQIkT IT -1,.-1
g = Nk (ln —=—= + 1)} S = R 1n _5—‘* 877.393 J.mol. K . (7.53)

rot rot
GhQ

Dit is het equivalent van Sackur-Tetrode voor translatie.

iii. Vibratie.

De resterende (3n-5) of (3n-6) vibratie v.g. resp. voor het lineaire en het

niet-lineaire molecuul leveren ieder de bijdrage van é&n harmonische oscillator in

(7.6), namelijk in het klassieke gebied:

AN
i
it

T hv
= — gy 7
vib ~ hv ev > met 6v k ’ (7.54)

Hieruit volgt voor de klassieke energie van vibratie:
' 9 1n Z_.
2 vib

E = (3n-5 of 3n-6) NkT T

vib = (3n-5 of 3n-6) NkT; n » 2 . (7.55)

: 1
Equipartitie van vibratie betekent dus dat iedere v.g. van vibratie 2 x §~kT

bijdraagt tot de energie nl. &é&n term resp. voor de kinetische en voor de potentiéle

energie. Algemeen geldt: iedere kwadratische term in de moleculaire hamiltoniaan

draagt 1/2 kT bij tot de energie. De klassieke soortelijke warmte van vibratie:

. 3 E ip
Vb Vi
Gy = )

vi

v b (3n~-5 of 3n-6) R, (7.56)

H

v (3n-5 of 3n-6) Nk ; per mol c

die onafhankelijk is van T, wordt haast nooit bereikt want vrijwel altiid is

T<0 zoals blijkt uit onderstaande waarden voor enkele twee-atomige moleculen.
vib? i

ib

Karakteristieke vibratietemperatuur 8 in K.

H N2 O2 Cco

i)
6100 3340 2230 3070

In de praktijk zal dus altijd de quanteuse toestandssom (7.33) worden gebruikt. Deze

leldt tot de energie:

i ~ -hv,/2kT
3n-5 of 3n-6 9 1n Z(%) ) hvl/ k
E = NkT? ¥ Vib o yxr? 5 S in| S o
vib T ‘ 9T $ T & ~hv. /kT
1=1 1
l-e
(7.57)
hv,
- 1. o 1
FNL S by NI
1 1 1
e -1

De eerste term is de nulpuntsenergie, de tweede term gaat naar 0 als T - 0.
Vgl. (7.57) kan ook geschreven worden als het product van de klassieke waarde
{(7.55) en een quantummechanische correctiefactor resp. door deling en vermenig-

vuldiging met kT
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(i)
6 /T s
- _ 1 (i) v (i) Wy
vip = NKT z 50, /T + D met 6 "% = — .
: v /T—lJ (7.58)
I\ g
klassiek Q.M. factor

Verifieer d.m.v. een reeksontwikkeling dat de Q.M.factor bij hoge T tot 1 nadert.

Door differentiatie naar T verkrijgt men de soortelijke warmte:

(i) ]
vib ? Eyip (i), )% S T
Co o = (=) = Wk 2| |0 "ty s (7.59)
v 37 V . v (i) 2
1 ev /T
e -1
In fig. 43 is de soortelijke warmte per mol, c;lb, uitgezet tegen T/6_ voor &én
v
enkele v.g. van vibratie.
Fig. 43
P . . - 1 Vib_
Ga na m.b.v. 88n term in (7.59) dat bij T/@v = §-de s.w. bedraagt cy = 0,724 R
- vib

en dat bij T/Qv = 1 de s.w. bedraagt c = 0,920 R, hetgeen betekent dat de

\Y%

klassieke waarde bijna bereikt is.

De metingen van de soortelijke warmte in gasvormige waterstof, H geven

s
een goed beeld van de 3 bijdragen zoals die hierboven berekend werden. D?t is ge~-
illustreerd in fig. 44. De 3 transl. v.g. leveren altijd, ook bij lage temperatuur,
de bijdrage 3/2 R. De 2 rotatie v.g. "ontdooien'" geleidelijk bij toenemende tempera-
tuur en leveren bij ongeveer T/Gr = 1 hun klassieke waarde R. De vibratie v.g.
tenslotte blijft over een groot temperatuurgebied "ingevroren'; pas Dbij T/G)V = 1

komt de volledige vibratie-s.w., R, vrij.
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v
R
35 b
totale klass. ¢
25 v
kiass.rot.c,
—— T
1'5 i i
T o o,
klass.transl.c
Fig. 44
Bij dit voorbeeld dient nog opgemerkt te worden dat H2 zich gedraagt als een

mengsel van 2 gassen de z.g. ortho-waterstof en para-waterstof. Deze compli-

catie is het gevolg van het feit dat het proton een draai-impuls heeft waarvan

de quantisatie wordt beschreven m.b.v. het kermspingetal : I = 1/2. Ten opzichte

van een voorkeursrichting, b.v. een magnetisch veld, kan de draai-impulsvector

van het proton slechts 2 standen innemen: met de aangegeven richting mee of tegen

deze richting in. Bij Egya~H? staan de 2 kernspins anti-parallel dus tegen elkaar

in, bij ortho-H, staan ze parallel aan elkaar.

Een toeéassing van de symmetrie-eigenschappen, zoals die in par. VII.2 werden
uiteengezet, leert dat Zizzho antisymmetrisch moet zijn dus j = 1,3,5,.. en Zgiia
symmetrisch met j = 0,2,4,.. . De verhouding van beide variéteiten is bij hoge
temperatuur:

ortho-HQ 3

para-H, 1

hetgeen te wijten is aan de verhouding van de ontaardingsfactoren van de kernspin-
functie. Deze verhouding blijft ook behouden bij lage temperatuur omdat kernspin-

overgangen zeer langzaam zijn. Uiteindelijk geldt dan voor de soortelijke warmte

~Ho ~-H
= a/m OH2 p-Hy .
cy 3/4 oy + 1/4 cy . (7.60)

Dit is in overeenstemming met het experimentele resultaat van fig. U4h.
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VII.5 Het einstein- en het debyekristal,

Het 1lijkt paradoxaal dat bij de behandeling van systemen van deeltijes
zonder interacties het kristal ter sprake kan komen. Immers het bestaan zelf van de
kristallijne toestand hangt af van de attractieve krachten die er voor zorgen
dat de bouwstenen worden gerangschikt volgens de symmetrie van het kristalrooster.
De tegenstelling verdwijnt als men het kristal, dat voor de cenvoud (&natomig
wordt verondersteld, beschouwt als &&n reusachtig supermolecuul samengesteld uit
N-atomen.

De reeksontwikkeling (7.35) van de potenti8le energie kan dan worden toe-

gepast. Deze leidt tot de hamiltoniaan (7.43) zij het nu met 1 lopend van 1 tot 3N-6.

;
3N-6 p .
~ ri 1 2 2
Fer = iil Grmtzvgery) - (7.61)

Dit houdt in dat het kristal kan opgevat worden, in deze benadering, als een

systeem van 3N-6 onafhankelijk harmonische oscillatoren of normaaltrillingen.

i. Einsteinkristal.

De approximatie van Einstein bestaat er in het frequentiespectrum van de

normaaltrillingen te vervangen door één enkele frequentie v_, de einsteinfrequentie

E
van het kristal. Nasar analogie met (7.58), maar nu voor 1 supermolecuul met 3N-6

Vv 3N gelijke vibratietermen , wordt de kristalenergie:

1 GE/T th
E = 3 NkT E-GE/T + —557?—“ met SE = ~E: . (7.62)
e -1

Hierin is OP de karakteristieke einsteintemperatuur. De soortelijke warmte wordt

aangegeven door (zie (7.59))

‘ ) eGE/T
= [ 6./T) 7 e
Cy = 8 Nk | (6./T) 5T I3
E
5
Met deze vergelijking kon Einstein in 1907 voor het eerst verklaren dat de s.w.

. (7.63)

van vaste stoffen afneemt bij lage temperatuur en naar nul gaat als T»o. De grafiek
van (7.63) voor &&n mol is analoog aan die van fig. 43 waarin echter de hoge-T-limiet
vervangen dient te worden door 3R. Deze waarde is in goede overeenstemming met het
bekende experimentele resultaat, dat bij hoge temp. de soortelijke warmte van metalen

~1 -1 .
ongeveer 25 J.mol lK ~ bedraagt: de wet van Dulong en Petit.

Ve of GE blijft als parameter in de uitdrukkingen en wordt aangepast m.b.v.
de experimentele gegevens. Voor lood is ©_, v 100 K, voor diamant echter is O, ~

E = o=
2000 K.

ii. Debyekristal

De einsteinvgl, (7.63) geeft bij lage temperatuur de experimentele waarden
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niet kwantitatief weer. P. Debye (13912) probeerde de theorie te verbeteren door

i.p.v. een enkele frequentie v_, het hele frequentiespectrum van het kristal

B?
effectief in rekening te brengen. Hij gebruikte daartoe volgend model.

Verwaarloos de kristalstructuur en beschouw het kristal als een continu medium.

De normaaltrillingen =zijn dan op te vatten als elastische trillingen in een

elastisch medium. Het probleem van de toegestane frequenties is identiek met het
aftellen van de eigentrillingen in de stralingsruimte (par. VI.4). Wel moet in rekening
worden gebracht dat naast 2 transversale elastische trillingen met snelheid Ct ook

nog een longitudinale geluidstrilling met snelheid Cl optreedt. Volgens (6.41) geldt

dan:

Wy = 4y (Gp + Iovav . (7.64)

c; o
Het totale aantal trillingen is echter beperkt tot 3N-6 n 3N. Dus
v
Yy (-i-g-%- -(1;;) ({ vldv= 5—73’-\1 (53— + i:é')\’ran =3y (7.65)
t 1 t 1

waarin Vo de maximale frequentie (afsnijfrequentie) is die uiteindelijk de discrete
kristalstructuur (3N H.O.'s) in rekening brengt. Substitutie van (7.65) in (7.64)
geeft:

w(v)dv = 9N

2
y_

3
v

m

dv , v < Voo ' (7.686)

In de energie-uitdrukkingen (7.58) kan de sommatie over i, lopend van 1 tot 3N,

vervangen worden door een integratie m.b.v. (7.66)

)
m
_ 9N 1. hv 2
Ew—‘-'s—f[-é‘ﬂ\)'i‘ v /KT :i\)d\)
AW e -1
m
_ 9
= 5 Nkb + 3 NKT D(eD/T) . (7.87)
Hierin is: hvm
bp = 5 (7.68)
e 6 /T
3 D x3 hv
D(@D/l) = TE;?TSB g ;;iz-dx, met x = T . (7.69)

N is de debyetemperatuur en D(GD/T) de bekende debyefunctie die uitvoerig getabel-

leerd is.

Door differentiatie van (7.67) naar de temperatuur volgt de dsbye-soortelijke

warmte: ~

4 Do) = e . (7.70)
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Lage-temperatuur

oo
Omdat fx3/(ex—l)dx = /15 ziet de lage-temperatuur reeks voor C, er als volgt uit:
0

. gt [T 3
CV = 3 Nk[:T [’é‘g} R S ] . (7.71)

Dit is de beroemde cubische temperatuurafhankelijkheid voor de soortelijke warmte

bij zeer lage temperatuur, gegeven door Debye.

De hoge-temperatuur reeksontwikkeling voor CV wordt verkregen door in (7.70) te

substitueren:

-1 -3 1 2 o __ 1 H
D(GD/T) =1-3 (GD/T) * 55 (eD/T) 1550 (eD/T) + o (7.72)
en
8. /T
D o, _ 1 1 2 1 i
GD/T =1 5 (eD/T) t 15 (eD/T) 730 (eD/T) + o . (7.73)
e & -1
Dit geeft:
B , 1 2 1 4o
c, =3 Nk [J_ 55 (SD/T) * T55 (eD/T) :l . (7.74)

Deze geeft bij T»~ de klassieke equipartitiewaarde 3 Nk (per mol 3 R).

GD wordt weer optimaal aan de beschikbare experimentele gegevens aangepast. Zoals
blijkt uit fig. 45, voor eén mol in eenheden cal/graad (1 cal = 4,1868 J), is er
een uitstekende overeenstemming met de meetwaarden voor een reeks van vaste stoffen.

Het debyemodel kent vele andere toepassingen in de vaste stof fysica.
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Fig. u5
Gereproduceerd uit Schrddinger,Phys. Zeitschr. 20 (1818) 450 etc.
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ENKELE FYSISCHE KONSTANTEN

lichtsnelheid in vacuum c = 2,997 924 6 109 ms?
getal van Avogadro N, = 6,022 05 1023 mol-1
konstante van Boltzmann k = 1,380 66 10723 g k1
gaskonstante R = 8,314 4 J mol k™t
molaire volume ideaal gas vV, T 2,241 38 1072 md mo1l”d
Vp = RTo/Po3 To = 273,15 k3 P_ = 101325 Pa

konstante van Planck h = 6,626 18 107" J.s
rustmassa waterstofatoom m(1H) = 1,673 559 10727 kg
rustmassa proton my = 1,672 648 10727 kg
rustmassa neutron m, = 1,674 954 10727 kg
rustmassa electron m_ = 9,109 53 J_O«31 kg

e

Versnelling van de zwaartekracht in het Van der Waals-laboratorium

1,78 m boven N.A.P, g = 9,812 753 4 m s”2
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